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Prélogo

El propésito de este libro es darte una introduccion completa a la programacion
competitiva. Se asume que ya dominas lo basico de programacion, pero no es
necesario que poseas conocimientos previos de programacioén competitiva.

El libro esta especialmente destinado a estudiantes que quieran aprender al-
goritmos y posiblemente participar en la Olimpiada Internacional de Informatica
(IOI) o en el Concurso Internacional de Programacion Universitaria (ICPC). Por
supuesto, el libro también es adecuado para cualquier otra persona interesada en
la programacion competitiva.

Toma bastante tiempo convertirse en un buen concursante de programacion,
sin embargo también es una oportunidad de aprender muchisimo. Puedes estar
seguro que obtendras un buen entendimiento general sobre los algoritmos si le
dedicas tiempo a la lectura de este libro, resolviendo problemas y compitiendo en
muchos concursos.

El libro esta en continuo desarrollo. Siempre puedes enviar comentarios sobre
el mismo a ahslaaks@cs.helsinki.fi[l

Helsinki, March 2017
Antti Laaksonen

IEscriba a ese correo solo en caso de que sean comentarios sobre el libro original en inglés. En
caso de que sean sobre esta traduccién visite la url: https://github.com/zlarosav/cphb-es.
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Part 1

Técnicas basicas






Chapter 1

Introduccion

La programacion competitiva combina dos temas: (1) el disefio de algoritmos y
(2) 1a implementacion de algoritmos.

El diseno de algoritmos consiste en la resolucion de problemas y el pen-
samiento matematico. Se necesitan habilidades para analizar problemas y re-
solverlos creativamente. Un algoritmo para resolver un problema debe ser tanto
correcto como eficiente, y el nicleo del problema suele tratar sobre la invencion
de un algoritmo eficiente.

El conocimiento tedrico de algoritmos es importante para los programadores
competitivos. Tipicamente, una soluciéon a un problema es una combinacién
de técnicas bien conocidas y nuevas ideas. Las técnicas que aparecen en la
programacién competitiva también forman la base para la investigacion cientifica
de algoritmos.

La implementacion de algoritmos requiere buenas habilidades de progra-
macién. En la programacion competitiva, las soluciones se evaldan probando un
algoritmo implementado utilizando un conjunto de casos de prueba. Por lo tanto,
no basta con que la idea del algoritmo sea correcta, sino que la implementacién
también debe ser correcta.

Un buen estilo de codificacion en concursos es directo y conciso. Los progra-
mas deben escribirse rapidamente, porque no hay mucho tiempo disponible. A
diferencia de la ingenieria de software tradicional, los programas son cortos (por
lo general, como maximo unas pocas cientos de lineas de c6digo), y no necesitan
mantenerse después del concurso.

1.1 Lenguajes de programacion

Actualmente, los lenguajes de programacion mas populares usados en concursos
son C++, Python y Java. Por ejemplo, en Google Code Jam 2017, entre los mejores
3,000 participantes, el 79 % usé C++, el 16 % usé Python y el 8 % usé Java [29].
Algunos participantes también usaron varios lenguajes.

Mucha gente piensa que C++ es la mejor opcion para un programador com-
petitivo, y C++ esta casi siempre disponible en los sistemas de concurso. Los
beneficios de usar C++ son que es un lenguaje muy eficiente y su biblioteca
estandar contiene una gran coleccion de estructuras de datos y algoritmos.



Por otro lado, es bueno dominar varios lenguajes y entender sus fortalezas. Por
ejemplo, si se necesitan nimeros enteros grandes en el problema, Python puede
ser una buena eleccién, porque contiene operaciones integradas para calcular con
numeros enteros grandes. Aun asi, la mayoria de los problemas en concursos de
programacion estan disenados de modo que usar un lenguaje de programacion
especifico no sea una ventaja injusta.

Todos los programas de ejemplo en este libro estan escritos en C++, y las
estructuras de datos y algoritmos de la biblioteca estandar se usan con frecuencia.
Los programas siguen el estandar C++11, que puede usarse en la mayoria de
los concursos hoy en dia. Si ain no sabes programar en C++, ahora es un buen
momento para empezar a aprender.

Plantilla de cédigo en C++

Una plantilla tipica de cédigo en C++ para programacion competitiva se ve asi:

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

int main() {
// la solucion viene aqui

La linea #include al principio del cédigo es una caracteristica del compilador
g++ que nos permite incluir toda la biblioteca estandar. Asi, no es necesario
incluir por separado bibliotecas como iostream, vector y algorithm, sino que estan
disponibles automaticamente.

La linea using declara que las clases y funciones de la biblioteca estandar
pueden usarse directamente en el cédigo. Sin la linea using tendriamos que
escribir, por ejemplo, std: : cout, pero ahora basta con escribir cout.

El c6digo puede compilarse usando el siguiente comando:

g++ -std=c++11 -02 -Wall test.cpp -o test

Este comando produce un archivo binario test a partir del cédigo fuente
test.cpp. El compilador sigue el estandar C++11 (-std=c++11), optimiza el codigo
(-02) y muestra advertencias sobre posibles errores (-Wall).

1.2 Input y output

En la mayoria de los concursos, se usan flujos estandar para leer input y escribir
output. En C++, los flujos estandar son cin para input y cout para output.
Ademas, se pueden usar las funciones de C scanf y printf.

El input para el programa usualmente consiste en nimeros y cadenas que
estan separados por espacios y saltos de linea. Se pueden leer del flujo cin de la
siguiente manera:



int a, b;
string x;
cin >> a >> b > x;

Este tipo de cédigo siempre funciona, asumiendo que hay al menos un espacio
o salto de linea entre cada elemento en el input. Por ejemplo, el cédigo anterior
puede leer cualquiera de los siguientes inputs:

123 456 monkey

123 456
monkey

El flujo cout se usa para el output de la siguiente manera:

int a = 123, b = 456;
string x = "monkey”;
cout << a << " " <K ph<" "KL x K "\n";

El input y el output a veces son un cuello de botella en el programa. Las
siguientes lineas al principio del c6digo hacen que el input y el output sean mas
eficientes:

ios::sync_with_stdio(9@);
cin.tie(9);

Ten en cuenta que el salto de linea "\n” funciona mas rapido que endl, porque
endl siempre provoca una operacion de vaciado del buffer.

Las funciones de C scanf y printf son una alternativa a los flujos estandar de
C++. Usualmente son un poco mas rapidas, pero también son mas dificiles de
usar. El siguiente cédigo lee dos enteros del input:

int a, b;
scanf("%d %d", &a, &b);

El siguiente c6digo imprime dos enteros:

int a = 123, b = 456;
printf("%d %d\n", a, b);

A veces el programa debe leer una linea completa del input, posiblemente
conteniendo espacios. Esto se puede lograr usando la funcién getline:

string s;
getline(cin, s);

Si la cantidad de datos es desconocida, el siguiente bucle es ttil:

T 1



while (cin >> x) {
// code
}

Este bucle lee elementos del input uno tras otro, hasta que no haya mas datos
disponibles en el input.

En algunos sistemas de concursos, se usan archivos para el input y el output.
Una solucion facil para esto es escribir el cédigo como de costumbre usando flujos
estandar, pero agregar las siguientes lineas al principio del cédigo:

freopen("input.txt”, "r", stdin);
freopen("output.txt”, "w", stdout);

Después de esto, el programa lee el input del archivo "input.txt” y escribe el
output en el archivo “output.txt”.

1.3 Trabajando con numeros

Enteros

El tipo de entero mas usado en la programacion competitiva es int, que es un
tipo de 32 bits con un rango de valores de —231...231 —1 o aproximadamente
-2-10°...2-10%. Si el tipo int no es suficiente, se puede usar el tipo de 64
bits long long. Tiene un rango de valores de —253...263 —1 o aproximadamente
-9-10'8...9-1018,

El siguiente cédigo define una variable long long:

long long x = 123456789123456789LL;

El sufijo LL significa que el tipo del ntimero es long long.
Un error comun al usar el tipo long long es que el tipo int atn se usa en
alguna parte del cédigo. Por ejemplo, el siguiente codigo contiene un error sutil:

int a = 123456789;
long long b = ax*a;
cout << b << "\n"; // -1757895751

Aunque la variable b es del tipo long long, ambos nimeros en la expresion axa
son del tipo int y el resultado es también del tipo int. Debido a esto, la variable b
contendra un resultado incorrecto. El problema se puede resolver cambiando el
tipo de a a long long o cambiando la expresion a (long long)axa.

Usualmente los problemas de concursos estan configurados de manera que
el tipo long long es suficiente. Aun asi, es bueno saber que el compilador g++
también proporciona un tipo de 128 bits __int128_t con un rango de valores de
—2127 2127 _1 ¢ aproximadamente —103%...1038. Sin embargo, este tipo no est4
disponible en todos los sistemas de concursos.



Aritmética modular

Denotamos por x mod m el resto cuando x se divide por m. Por ejemplo, 17 mod
5=2, porque 17=3-5+2.

A veces, la respuesta a un problema es un nimero muy grande pero es
suficiente mostrarlo "maédulo m”, es decir, el resto cuando la respuesta se divide
por m (por ejemplo, “médulo 10° + 77). La idea es que incluso si la respuesta real
es muy grande, basta con usar los tipos int y long long.

Una propiedad importante del resto es que en la suma, resta y multiplicacion,
el resto se puede tomar antes de la operacion:

(a+b)modm = (amodm+bmodm)modm
(a—b) mod m (a mod m — b mod m) mod m
(a-b) mod m (@ mod m -b mod m) mod m

Por lo tanto, podemos tomar el resto después de cada operacién y los nimeros
nunca se volveran demasiado grandes.
Por ejemplo, el siguiente cédigo calcula n!, el factorial de n, médulo m:

long long x = 1;

for (int i = 2; 1 <= n; i++) {
X = (X*1)%m;

}

cout << x%m << "\n";

Usualmente queremos que el resto siempre esté entre 0...m — 1. Sin embargo,
en C++ y otros lenguajes, el resto de un nimero negativo es cero o negativo. Una
forma facil de asegurarse de que no haya restos negativos es primero calcular el
resto como de costumbre y luego sumar m si el resultado es negativo:

X = X%m;
if (x < Q) x +=m;

Sin embargo, esto solo es necesario cuando hay restas en el cédigo y el resto puede
volverse negativo.

Ndameros de punto flotante

Los tipos de punto flotante usuales en la programacion competitiva son el double
de 64 bits y, como una extensién en el compilador g++, el long double de 80 bits.
En la mayoria de los casos, double es suficiente, pero long double es mas preciso.

La precision requerida de la respuesta usualmente se da en el enunciado del
problema. Una forma facil de mostrar la respuesta es usar la funcion printf y
dar el nimero de lugares decimales en la cadena de formato. Por ejemplo, el
siguiente cédigo muestra el valor de x con 9 lugares decimales:

printf("%.9f\n", x);




Una dificultad al usar nimeros de punto flotante es que algunos nimeros
no pueden ser representados con precision como nimeros de punto flotante, y
habra errores de redondeo. Por ejemplo, el resultado del siguiente cédigo es
sorprendente:

double x = 0.3%3+0.1;
printf("%.20f\n", x); // ©.99999999999999988898

Debido a un error de redondeo, el valor de x es un poco menor que 1, mientras
que el valor correcto deberia ser 1.

Es arriesgado comparar nimeros de punto flotante con el operador ==, porque
es posible que los valores deberian ser iguales pero no lo son debido a errores de
precision. Una mejor manera de comparar nameros de punto flotante es asumir
que dos numeros son iguales si la diferencia entre ellos es menor que ¢, donde ¢
es un namero pequeno.

En la practica, los numeros se pueden comparar de la siguiente manera
(e=1079):

if (abs(a-b) < 1e-9) {
// ay b son iguales

Ten en cuenta que aunque los nameros de punto flotante son imprecisos,
los enteros hasta un cierto limite pueden ser representados con precisién. Por
ejemplo, usando double, es posible representar con precision todos los enteros
cuyo valor absoluto sea como maximo 2%3.

1.4 Acortando cédigo

El cédigo corto es ideal en la programaciéon competitiva, porque los programas
deben escribirse lo mas rapido posible. Debido a esto, los programadores competi-
tivos a menudo definen nombres mas cortos para los tipos de datos y otras partes
del codigo.

Nombres de tipos

Usando el comando typedef es posible dar un nombre mas corto a un tipo de dato.
Por ejemplo, el nombre long long es largo, asi que podemos definir un nombre
mas corto 11:

typedef long long 11;

Después de esto, el codigo

long long a = 123456789;
long long b = 987654321;
cout << a*b << "\n";




se puede acortar de la siguiente manera:

11 a 123456789;
11 b 987654321;
cout << a*b << "\n";

El comando typedef también se puede usar con tipos mas complejos. Por
ejemplo, el siguiente cédigo da el nombre vi a un vector de enteros y el nombre pi
a una pareja que contiene dos enteros.

typedef vector<int> vi;
typedef pair<int,int> pi;

Macros

Otra forma de acortar el cédigo es definir macros. Un macro significa que ciertas
cadenas en el cédigo seran cambiadas antes de la compilaciéon. En C++, los
macros se definen usando la palabra clave #define.

Por ejemplo, podemos definir los siguientes macros:

#define F first
#define S second
#define PB push_back
#define MP make_pair

Después de esto, el codigo

v.push_back(make_pair(y1,x1));
v.push_back(make_pair(y2,x2));
int d = v[i].first+v[i].second;

se puede acortar de la siguiente manera:

v.PB(MP(y1,x1));
v.PB(MP(y2,x2));
int d = v[i].F+v[i].S;

Un macro también puede tener parametros, lo que hace posible acortar bucles
y otras estructuras. Por ejemplo, podemos definir el siguiente macro:

#define REP(i,a,b) for (int i = a; i <= b; i++)

Después de esto, el codigo

for (int i = 1; 1 <= n; i++) {
search(i);

se puede acortar de la siguiente manera:



REP(i,1,n) {
search(i);

A veces, los macros causan errores que pueden ser dificiles de detectar. Por
ejemplo, considera el siguiente macro que calcula el cuadrado de un nimero:

#define SQ(a) ax*a

Este macro no siempre funciona como se espera. Por ejemplo, el cédigo

cout << SQ(3+3) << "\n";

corresponde al cédigo

cout << 3+3%3+3 << "\n"; // 15

Una version mejor del macro es la siguiente:

#define SQ(a) (a)*(a)

Ahora el cédigo

cout << SQ(3+3) << "\n";

corresponde al codigo

cout << (3+3)*(3+3) << "\n"; // 36

1.5 Matematicas

Las matematicas juegan un papel importante en la programacion competitiva, y
no es posible convertirse en un programador competitivo exitoso sin tener buenas
habilidades matematicas. Esta seccién discute algunos conceptos y formulas
matematicas importantes que se necesitaran mas adelante en el libro.

Formulas de suma
Cada suma de la forma

n
Zxk:1k+2k+3k+...+nk,
x=1

10



donde % es un entero positivo, tiene una formula cerrada que es un polinomio de
grado k£ + 1. Por ejempl(ﬂ

B nn+1)

n
Y x=1+2+3+...+n
x=1 2

9 nn+1)2n+1)
= 5 )

Una progresion aritmética es una secuencia de nimeros donde la diferencia
entre dos nimeros consecutivos es constante. Por ejemplo,

n
Y #?=12+22+43%+...+n
x=1

3,7,11,15

es una progresion aritmética con constante 4. La suma de una progresion arit-
mética se puede calcular usando la formula

n(a+b)

a+---+b=
— 2

n numeros

donde a es el primer nimero, b es el ultimo ntimero y n es la cantidad de nimeros.
Por ejemplo,
4-(3+15)
—— =36
2

La férmula se basa en el hecho de que la suma consiste en n nimeros y el valor
de cada numero es (a + b)/2 en promedio.

Una progresion geométrica es una secuencia de nimeros donde la razén
entre dos nimeros consecutivos es constante. Por ejemplo,

3+7+11+15=

3,6,12,24

es una progresion geométrica con constante 2. La suma de una progresion
geométrica se puede calcular usando la formula

bk —a

k-1
donde a es el primer nuamero, b es el dltimo nimero y la razén entre nameros
consecutivos es k. Por ejemplo,

a+ak+ak®+---+b

24-2-3
—— =45.
2-1

3+6+12+24 =
Esta formula se puede derivar de la siguiente manera. Sea
S=a+ak+ak®+---+b.

Multiplicando ambos lados por %, obtenemos

kS =ak+ak®+ak®+---+bk,

! Incluso hay una férmula general para tales sumas, llamada férmula de Faulhaber, pero es
demasiado compleja para presentarla aqui.

11



y resolviendo la ecuacion
kS-S =bk-a
se obtiene la férmula.
Un caso especial de una suma de una progresion geométrica es la formula

1+2+4+8+...+2" 1=9n_1,

Una suma armodnica es una suma de la forma
o] 1 1 1
Y S =144t
—1Xx 2 3 n
Un limite superior para una suma armoénica es logy(n) + 1. A saber, podemos
modificar cada término 1/2 de modo que & se convierta en la potencia de dos mas
cercana que no exceda a k. Por ejemplo, cuando n = 6, podemos estimar la suma
de la siguiente manera:

1 1 1 1 1
I+ —+—-+-F+-+==1l+=-+=-+—-+-+-.
2 3 4 5 6 2 2 4 4 4
Este limite superior consta de logy(n) + 1 partes (1, 2-1/2, 4-1/4, etc.), y el valor

de cada parte es como maximo 1.

Teoria de conjuntos

Un conjunto es una coleccién de elementos. Por ejemplo, el conjunto
X ={2,4,7}

contiene los elementos 2, 4 y 7. El simbolo @ denota un conjunto vacio, y |S|
denota el tamaiio de un conjunto S, es decir, el nimero de elementos en el
conjunto. Por ejemplo, en el conjunto anterior, | X| = 3.

Si un conjunto S contiene un elemento x, escribimos x € S, y de lo contrario
escribimos x ¢ S. Por ejemplo, en el conjunto anterior

4eX y 5¢X.
Se pueden construir nuevos conjuntos utilizando operaciones de conjuntos:
¢ La interseccion A N B consiste en los elementos que estan en ambos A y

B. Por ejemplo, si A ={1,2,5} y B ={2,4}, entonces A NB = {2}.

* La union A UB consiste en los elementos que estan en A o B 0 en ambos.
Por ejemplo, si A =1{3,7} y B ={2,3,8}, entonces AuB =1{2,3,7,8}.

* El complemento A consiste en los elementos que no estdn en A. La
interpretacion de un complemento depende del conjunto universal, que
contiene todos los elementos posibles. Por ejemplo, si A ={1,2,5,7} y el
conjunto universal es {1,2,...,10}, entonces A = {3,4,6,8,9,10}.

e La diferencia A \ B = A N B consiste en los elementos que estdn en A pero

no en B. Nétese que B puede contener elementos que no estan en A. Por
ejemplo, si A ={2,3,7,8} y B =1{3,5,8}, entonces A\ B ={2,7}.

Si cada elemento de A también pertenece a S, decimos que A es un subcon-
junto de S, denotado por A c S. Un conjunto S siempre tiene 2! subconjuntos,

12



incluyendo el conjunto vacio. Por ejemplo, los subconjuntos del conjunto {2,4,7}
son

o, {2}, {43, {7}, {2,4}, 12,7}, (4,7} y {2,4,7}.

Algunos conjuntos usados frecuentemente son N (nimeros naturales), Z
(nimeros enteros), Q (nimeros racionales) y R (nimeros reales). El conjunto N se
puede definir de dos maneras, dependiendo de la situacion: ya sea N={0,1,2,...}
oN=1{1,2,3,...}.

También podemos construir un conjunto usando una regla de la forma

{f(n):nesS},

donde f(n) es alguna funcién. Este conjunto contiene todos los elementos de la
forma f(n), donde n es un elemento en S. Por ejemplo, el conjunto

X={2n:nez}

contiene todos los enteros pares.

Légica
El valor de una expresion logica es verdadero (1) o falso (0). Los operadores
légicos mas importantes son — (negacion), A (conjuncioén), v (disyuncion), =

(implicacion) y < (equivalencia). La siguiente tabla muestra los significados
de estos operadores:

A B|7A B AANB AvB A=B AeB
0 O 1 1 0 0 1 1
0 1 1 0 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1 0 0
1 1 0 0 1 1 1 1

La expresion A tiene el valor opuesto de A. La expresion A A B es verdadera
si ambos A y B son verdaderos, y la expresion A VB es verdadera si A o B o
ambos son verdaderos. La expresion A = B es verdadera si cada vez que A es
verdadero, también B es verdadero. La expresion A < B es verdaderasi A y B
son ambos verdaderos o ambos falsos.

Un predicado es una expresion que es verdadera o falsa dependiendo de
sus parametros. Los predicados usualmente se denotan con letras mayusculas.
Por ejemplo, podemos definir un predicado P(x) que es verdadero exactamente
cuando x es un nimero primo. Usando esta definicién, P(7) es verdadero pero
P(8) es falso.

Un cuantificador conecta una expresion légica a los elementos de un con-
junto. Los cuantificadores mas importantes son V (para todos) y 3 (existe). Por
ejemplo,

Vax(Jy(y < x))
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significa que para cada elemento x en el conjunto, hay un elemento y en el
conjunto tal que y es menor que x. Esto es verdadero en el conjunto de los enteros,
pero falso en el conjunto de los nameros naturales.

Usando la notacién descrita anteriormente, podemos expresar muchos tipos
de proposiciones légicas. Por ejemplo,

Vx((x >1AP(x))=> (Fa(Fba>1Ab>1Ax=ab))))

significa que si un nimero x es mayor que 1 y no es un nimero primo, entonces
hay ndameros a y b que son mayores que 1 y cuyo producto es x. Esta proposicion
es verdadera en el conjunto de los enteros.

Funciones

La funcion |x] redondea el nimero x hacia abajo a un entero, y la funcion [x]
redondea el nimero x hacia arriba a un entero. Por ejemplo,

13/2] =1 y [3/21=2.

Las funciones min(x1,x9,...,x,) y max(x1,xs,...,x,) dan el valor mas pequefio
y el mas grande de los valores x1,x9,...,%,. Por ejemplo,

min(1,2,3)=1 y max(1,2,3)=3.

El factorial n! se puede definir como

n
[[x=1-2-3-...-n

x=1

0 recursivamente
o =1
nl = n-(n-1)

Los nameros de Fibonacci aparecen en muchas situaciones. Se pueden
definir recursivamente de la siguiente manera:

f(O) =0
fa =1
fn) = fr-D+f(n-2)

Los primeros niimeros de Fibonacci son
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...

También hay una férmula de forma cerrada para calcular los nimeros de Fi-
bonacci, que a veces se llama formula de Binet:

(1+v5)" - (1-Vb)"

f(n)= VB
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Logaritmos

El logaritmo de un nimero x se denota log,(x), donde % es la base del logaritmo.
Segun la definicién, log; (x) = a exactamente cuando 2% = x.

Una propiedad util de los logaritmos es que logy(x) equivale al nimero de
veces que tenemos que dividir x por £ antes de llegar al nimero 1. Por ejemplo,
logy(32) = 5 porque se necesitan 5 divisiones por 2:

32—-16—-8—-4—-2—1

Los logaritmos se utilizan a menudo en el analisis de algoritmos, porque
muchos algoritmos eficientes dividen algo a la mitad en cada paso. Por lo tanto,
podemos estimar la eficiencia de tales algoritmos usando logaritmos.

El logaritmo de un producto es

logy (ad) =log.(a) +logy(b),

y en consecuencia,
log (x™) = n-log (x).

Ademas, el logaritmo de un cociente es

a
log, (g) = log, (a) — log;, (b).
Otra férmula util es .
logu(x) = ng(x) ’
logy,(u)

y usando esto, es posible calcular logaritmos en cualquier base si hay una forma
de calcular logaritmos en alguna base fija.

El logaritmo natural In(x) de un nimero x es un logaritmo cuya base es
e =~ 2.71828. Otra propiedad de los logaritmos es que el nimero de digitos de un
entero x en base b es [log,(x)+ 1]. Por ejemplo, la representacién de 123 en base
2es 1111011y [logy(123)+1] =17.

1.6 Concursos y recursos

101

La Olimpiada Internacional de Informatica (I0I) es un concurso de programacién
anual para estudiantes de secundaria. Cada pais puede enviar un equipo de
cuatro estudiantes al concurso. Usualmente hay alrededor de 300 participantes
de 80 paises.

La IOI consiste en dos concursos de cinco horas cada uno. En ambos concursos,
se les pide a los participantes resolver tres tareas de algoritmos de diversas
dificultades. Las tareas se dividen en subtareas, cada una de las cuales tiene una
puntuacion asignada. Aunque los concursantes se dividen en equipos, compiten
como individuos.
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El temario de la IOI [41] regula los temas que pueden aparecer en las tareas
de la IOI. Casi todos los temas del temario de la IOI estan cubiertos en este libro.

Los participantes para la IOl se seleccionan a través de concursos nacionales.
Antes de la IOI, se organizan muchos concursos regionales, como la Olimpiada
Baltica de Informatica (BOI), la Olimpiada Centroeuropea de Informatica (CEOI)
y la Olimpiada de Informatica de Asia-Pacifico (APIO).

Algunos paises organizan concursos de practica en linea para futuros par-
ticipantes de la 101, como el Concurso Abierto de Informatica de Croacia [11] y
la Olimpiada de Computacion de EE.UU. [68]. Ademas, una gran coleccion de
problemas de concursos polacos esta disponible en linea [60].

ICPC

El Concurso Internacional Colegial de Programacién (ICPC) es un concurso de
programacion anual para estudiantes universitarios. Cada equipo en el concurso
esta compuesto por tres estudiantes, y a diferencia de la I0I, los estudiantes
trabajan juntos; hay solo una computadora disponible para cada equipo.

El ICPC consiste en varias etapas, y finalmente los mejores equipos son
invitados a las Finales Mundiales. Aunque hay decenas de miles de participantes
en el concurso, solo hay un namero pequeﬁoﬂ de plazas finales disponibles, asi
que incluso avanzar a las finales es un gran logro en algunas regiones.

En cada concurso ICPC, los equipos tienen cinco horas para resolver alrededor
de diez problemas de algoritmos. Una solucién a un problema se acepta solo
si resuelve todos los casos de prueba eficientemente. Durante el concurso, los
competidores pueden ver los resultados de otros equipos, pero durante la dltima
hora la tabla de clasificacién se congela y no es posible ver los resultados de las
dltimas entregas.

Los temas que pueden aparecer en el ICPC no estan tan bien especificados
como los de la IOI. En cualquier caso, esta claro que se necesita mas conocimiento
en el ICPC, especialmente mas habilidades matematicas.

Concursos en linea

También hay muchos concursos en linea que estan abiertos para todos. En este
momento, el sitio de concursos mas activo es Codeforces, que organiza concursos
aproximadamente cada semana. En Codeforces, los participantes se dividen
en dos divisiones: los principiantes compiten en Div2 y los programadores mas
experimentados en Div1. Otros sitios de concursos incluyen AtCoder, CS Academy,
HackerRank y Topcoder.

Algunas empresas organizan concursos en linea con finales presenciales.
Ejemplos de tales concursos son Facebook Hacker Cup, Google Code Jam y
Yandex.Algorithm. Por supuesto, las empresas también usan esos concursos para
reclutar: desempefiarse bien en un concurso es una buena manera de demostrar
las propias habilidades.

2E] ntimero exacto de plazas finales varia de afio en afio; en 2017, hubo 133 plazas finales.
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Libros

Ya existen algunos libros (ademas de este libro) que se enfocan en la programacion
competitiva y la resolucion de problemas algoritmicos:

* S.S. Skiena y M. A. Revilla: Programming Challenges: The Programming
Contest Training Manual [59]

e S. Halim y F. Halim: Competitive Programming 3: The New Lower Bound
of Programming Contests [33]]

* K. Diks et al.: Looking for a Challenge? The Ultimate Problem Set from the
University of Warsaw Programming Competitions [15]

Los primeros dos libros estan destinados para principiantes, mientras que el
ultimo libro contiene material avanzado.

Por supuesto, los libros generales de algoritmos también son adecuados para
programadores competitivos. Algunos libros populares son:

e T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest y C. Stein: Introduction to
Algorithms [13]

e J. Kleinberg y E. Tardos: Algorithm Design [45]

e S. S. Skiena: The Algorithm Design Manual [58]
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Chapter 2

Complejidad temporal

La eficiencia de los algoritmos es importante en la programacién competitiva.
Usualmente, es facil diseniar un algoritmo que resuelva el problema lentamente,
pero el verdadero desafio es inventar un algoritmo rapido. Si el algoritmo es
demasiado lento, solo obtendra puntos parciales o no obtendra puntos en absoluto.

La complejidad temporal de un algoritmo estima cuanto tiempo utilizara
el algoritmo para una determinada entrada. La idea es representar la eficiencia
como una funcién cuyo parametro es el tamano de la entrada. Al calcular la
complejidad temporal, podemos averiguar si el algoritmo es lo suficientemente
rapido sin implementarlo.

2.1 Reglas de calculo

La complejidad temporal de un algoritmo se denota O(:--) donde los tres puntos
representan alguna funcién. Usualmente, la variable n denota el tamaio de la
entrada. Por ejemplo, si la entrada es un arreglo de nameros, n sera el tamaino
del arreglo, y si la entrada es una cadena, n sera la longitud de la cadena.

Bucles

Una razén comun por la cual un algoritmo es lento es que contiene muchos bucles
que recorren la entrada. Cuantos mas bucles anidados contenga el algoritmo,
més lento serd. Si hay % bucles anidados, la complejidad temporal es O(n*).

Por ejemplo, la complejidad temporal del siguiente cédigo es O(n):

for (int i = 1; i <= n; i++) {
// codigo
3

Y la complejidad temporal del siguiente cédigo es O(n?):

for (int i = 1; i <= n; i++) {
for (int j = 1; j <=n; j++) {
// codigo
}
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Orden de magnitud

Una complejidad temporal no nos dice el nimero exacto de veces que se ejecuta
el c6digo dentro de un bucle, sino que solo muestra el orden de magnitud. En los
siguientes ejemplos, el codigo dentro del bucle se ejecuta 3n, n+5 y [n/2] veces,
pero la complejidad temporal de cada cédigo es O(n).

for (int i = 1; i <= 3*n; it++) {

// codigo

for (int i = 1; i <= n+5; i++) {

// codigo

for (int i =1; i<=n; i +=2){
// codigo

b

Como otro ejemplo, la complejidad temporal del siguiente cédigo es O(n?):

for (int 1 = 1; 1 <= n; i++) {
for (int j = i+1; j <= n; j++) {
// codigo

Fases

Si el algoritmo consiste en fases consecutivas, la complejidad temporal total es
la mayor complejidad temporal de una sola fase. La razén de esto es que la fase
mas lenta usualmente es el cuello de botella del codigo.

Por ejemplo, el siguiente cédigo consiste en tres fases con complejidades
temporales O(n), O(n?) y O(n). Por lo tanto, la complejidad temporal total es
0O(n?).

for (int i = 1; 1 <= n; i++) {
// codigo
}
for (int i = 1; i <= n; i++) {
for (int j =1; j <=n; j++) {
// codigo

20



3

for (int i = 1; i <= n; i++) {
// codigo

3

Varias variables

A veces, la complejidad temporal depende de varios factores. En este caso, la
formula de la complejidad temporal contiene varias variables.

Por ejemplo, la complejidad temporal del siguiente cédigo es O(nm):

for (int i = 1; i <=n; i++) {
for (int j =1; j <=m; j++) {
// codigo
3

Recursién

La complejidad temporal de una funcién recursiva depende del nimero de veces
que se llama a la funcién y de la complejidad temporal de una sola llamada. La
complejidad temporal total es el producto de estos valores.

Por ejemplo, considera la siguiente funcién:

void f(int n) {
if (n == 1) return;
f(n-1);

La llamada f(n) provoca n llamadas a la funcién, y la complejidad temporal de
cada llamada es O(1). Por lo tanto, la complejidad temporal total es O(n).

Como otro ejemplo, considera la siguiente funcion:

void g(int n) {
if (n == 1) return;
g(n-1);
g(n-1);

En este caso, cada llamada a la funcién genera dos otras llamadas, excepto para
n = 1. Veamos qué pasa cuando se llama a g con el parametro n. La siguiente
tabla muestra las llamadas a la funcién producidas por esta tnica llamada:
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llamada a la funcion numero de llamadas

g(n) 1
gn-1) 2
gn-2) 4

g(l) 2n—1

Basado en esto, la complejidad temporal es

1+2+4+---+2"1=2"_1=0(2").

2.2 Clases de complejidad
La siguiente lista contiene complejidades temporales comunes de algoritmos:

O(1) El tiempo de ejecucion de un algoritmo de tiempo constante no depende
del tamarfio de la entrada. Un algoritmo tipico de tiempo constante es una
formula directa que calcula la respuesta.

O(logn) Un algoritmo logaritmico a menudo divide a la mitad el tamarfio de
la entrada en cada paso. El tiempo de ejecucion de dicho algoritmo es
logaritmico, porque log, n es igual al nimero de veces que n debe dividirse
por 2 para obtener 1.

O(y/n) Un algoritmo de raiz cuadrada es mis lento que O(logn) pero mas
rapido que O(n). Una propiedad especial de las raices cuadradas es que
v/n =n/\/n, por lo que la raiz cuadrada /n se encuentra, en cierto sentido,
en el medio de la entrada.

O(n) Un algoritmo lineal recorre la entrada un nimero constante de veces. Esta
suele ser la mejor complejidad temporal posible, porque generalmente es
necesario acceder a cada elemento de entrada al menos una vez antes de
informar la respuesta.

O(nlogn) Esta complejidad temporal a menudo indica que el algoritmo ordena
la entrada, porque la complejidad temporal de los algoritmos de ordenacion
eficientes es O(nlogn). Otra posibilidad es que el algoritmo use una estruc-
tura de datos donde cada operacion toma tiempo O(logn).

O(n?) Un algoritmo cuadratico a menudo contiene dos bucles anidados. Es
posible recorrer todos los pares de elementos de entrada en tiempo O(n2).

O(n?) Un algoritmo ctibico a menudo contiene tres bucles anidados. Es posible
recorrer todas las tripletas de elementos de entrada en tiempo O(n?).

O(2") Esta complejidad temporal a menudo indica que el algoritmo itera a través
de todos los subconjuntos de los elementos de entrada. Por ejemplo, los
subconjuntos de {1,2,3} son @, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3} y {1,2,3}.
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O(n!) Esta complejidad temporal a menudo indica que el algoritmo itera a través
de todas las permutaciones de los elementos de entrada. Por ejemplo,
las permutaciones de {1,2,3} son (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1),(3,1,2) y
(3,2,1).

Un algoritmo es polinomial si su complejidad temporal es a lo sumo O(n*)
donde % es una constante. Todas las complejidades temporales anteriores excepto
0O(2") y O(n!) son polinomiales. En la practica, la constante & suele ser pequena,
y por lo tanto, una complejidad temporal polinomial significa aproximadamente
que el algoritmo es eficiente.

La mayoria de los algoritmos en este libro son polinomiales. Sin embargo, hay
muchos problemas importantes para los cuales no se conoce ningin algoritmo
polinomial, es decir, nadie sabe como resolverlos de manera eficiente. Los proble-
mas NP-hard son un conjunto importante de problemas para los cuales no se
conoce ningun algoritmo polinomia]ﬂ

2.3 Estimacion de eficiencia

Al calcular la complejidad temporal de un algoritmo, es posible verificar, antes
de implementarlo, si es lo suficientemente eficiente para el problema. El punto
de partida para las estimaciones es el hecho de que una computadora moderna
puede realizar cientos de millones de operaciones en un segundo.

Por ejemplo, supongamos que el limite de tiempo para un problema es de un
segundo y el tamafio de entrada es n = 10°. Si la complejidad temporal es O(n?),
el algoritmo realizara aproximadamente (10°)% = 1019 operaciones. Esto deberia
tomar al menos varias decenas de segundos, por lo que el algoritmo parece ser
demasiado lento para resolver el problema.

Por otro lado, dado el tamano de entrada, podemos intentar adivinar la
complejidad temporal requerida por el algoritmo que resuelve el problema. La
siguiente tabla contiene algunas estimaciones utiles suponiendo un limite de
tiempo de un segundo.

tamano de entrada complejidad temporal requerida

n<10 O(n!)

n<20 o@2m)

n <500 0(n?)

n <5000 0(n?)

n <108 O(nlogn) o O(n)
n es grande O(1) o O(logn)

Por ejemplo, si el tamafio de entrada es n = 105, probablemente se espera que
la complejidad temporal del algoritmo sea O(n) o O(nlogn). Esta informacion
facilita el disefio del algoritmo, porque descarta enfoques que producirian un
algoritmo con una peor complejidad temporal.

1Un libro clésico sobre el tema es Computers and Intractability: A Guide to the Theory of
NP-Completeness de M. R. Garey y D. S. Johnson [28].
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Aun asi, es importante recordar que la complejidad temporal es solo una
estimacion de eficiencia, porque oculta los factores constantes. Por ejemplo, un
algoritmo que se ejecuta en tiempo O(n) puede realizar n/2 o 5n operaciones.
Esto tiene un efecto importante en el tiempo real de ejecuciéon del algoritmo.

2.4 Suma maxima de subarreglo

A menudo existen varios algoritmos posibles para resolver un problema de man-
era que sus complejidades temporales sean diferentes. Esta seccion discute un
problema clasico que tiene una solucién directa de O(n3). Sin embargo, al disefiar
un algoritmo mejor, es posible resolver el problema en tiempo O(n?) e incluso en
tiempo O(n).

Dado un arreglo de n numeros, nuestra tarea es calcular la suma maxima
de subarreglo, es decir, la suma mas grande posible de una secuencia de valores
consecutivos en el arreglfﬂ El problema es interesante cuando puede haber
valores negativos en el arreglo. Por ejemplo, en el arreglo

-112|4|-3 5|2 |-5 2

una subarreglo siguiente produce la suma maxima 10:

-112 |4 (-3 5|2 -5 2

Suponemos que se permite un subarreglo vacio, por lo que la suma maxima
de subarreglo siempre es al menos 0.

Algoritmo 1

Una manera directa de resolver el problema es recorrer todos los subarreglos
posibles, calcular 1a suma de los valores en cada subarreglo y mantener la suma
maxima. El siguiente cédigo implementa este algoritmo:

int mejor = 0;
for (int a = @; a < n; att) {
for (int b = a; b < n; b++) {
int suma = 0;
for (int k = a; k <= b; k++) {
suma += arrayl[k];
}

mejor = max(mejor, suma);

}

cout << mejor << "\n";

2E] libro de J. Bentley Programming Pearls [8] popularizé el problema.
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Las variables a y b fijan el primer y ultimo indice del subarreglo, y se calcula
la suma de los valores en la variable suma. La variable mejor contiene la suma
maxima encontrada durante la bisqueda.

La complejidad temporal del algoritmo es O(n?), porque consiste en tres bucles
anidados que recorren la entrada.

Algoritmo 2

Es facil hacer que el Algoritmo 1 sea mas eficiente eliminando uno de sus bucles.
Esto es posible al calcular la suma al mismo tiempo que el extremo derecho del
subarreglo se mueve. El resultado es el siguiente codigo:

int mejor = 0;
for (int a = 0; a < n; at++) {
int suma = 0;
for (int b = a; b < n; b++) {
suma += array[b];
mejor = max(mejor, suma);

3

cout << mejor << "\n";

Después de este cambio, la complejidad temporal es O(n?).

Algoritmo 3

Sorprendentemente, es posible resolver el problema en tiempo O(nﬂ lo que
significa que solo un bucle es suficiente. La idea es calcular, para cada posicién
del arreglo, la suma maxima de un subarreglo que termina en esa posicion. Luego,
la respuesta para el problema es el maximo de esas sumas.

Consideremos el subproblema de encontrar la suma maxima del subarreglo
que termina en la posicion k. Existen dos posibilidades:

1. El subarreglo contiene solo el elemento en la posicion k.

2. El subarreglo consiste en un subarreglo que termina en la posicién &£ — 1,
seguido por el elemento en la posicién &.

En el segundo caso, dado que queremos encontrar un subarreglo con la suma
maxima, el subarreglo que termina en la posicion £ — 1 también deberia tener la
suma maxima. Asi, podemos resolver el problema eficientemente calculando la
suma maxima del subarreglo para cada posicion final de izquierda a derecha.

El siguiente c6digo implementa el algoritmo:

int mejor = @, suma = 0;
for (int k = @; k < n; k++t) {

3En [8], este algoritmo lineal se atribuye a J. B. Kadane, y a veces se llama algoritmo de
Kadane.
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suma = max(array[k], suma + array[k]);
mejor = max(mejor, suma);
}

cout << mejor << "\n";

El algoritmo contiene solo un bucle que recorre la entrada, por lo que la
complejidad temporal es O(n). Esta también es la mejor complejidad temporal
posible, porque cualquier algoritmo para el problema debe examinar todos los
elementos del arreglo al menos una vez.

Comparacién de eficiencia

Es interesante estudiar cuan eficientes son los algoritmos en la practica. La
siguiente tabla muestra los tiempos de ejecucion de los algoritmos anteriores
para diferentes valores de n en una computadora moderna.

En cada prueba, la entrada se generé de forma aleatoria. El tiempo necesario
para leer la entrada no se midio6.

tamano del arreglo n  Algoritmo 1 Algoritmo 2 Algoritmo 3

102 0.0s 0.0s 0.0s
103 0.1s 0.0s 0.0s
104 >10.0 s 0.1s 0.0s
10° >10.0s 5.3 s 0.0s
106 >10.0s >10.0s 0.0s
107 >10.0 s >10.0 s 0.0s

La comparacion muestra que todos los algoritmos son eficientes cuando el
tamano de entrada es pequeriio, pero tamarfios de entrada mas grandes muestran
diferencias notables en los tiempos de ejecucion de los algoritmos. El Algoritmo 1
se vuelve lento cuando n = 10%, y el Algoritmo 2 se vuelve lento cuando n = 10°.
Solo el Algoritmo 3 es capaz de procesar incluso las entradas mas grandes
instantdneamente.
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Chapter 3

Ordenamiento

Ordenamiento es un problema fundamental de disefio de algoritmos. Muchos
algoritmos eficientes utilizan el ordenamiento como una subrutina, porque a
menudo es mas facil procesar datos si los elementos estan en orden.

Por ejemplo, el problema ”;contiene un arreglo dos elementos iguales?” es
facil de resolver usando el ordenamiento. Si el arreglo contiene dos elementos
iguales, estos estaran uno al lado del otro después del ordenamiento, por lo que
es facil encontrarlos. Ademas, el problema ”;cudl es el elemento mas frecuente
en un arreglo?” se puede resolver de manera similar.

Hay muchos algoritmos para el ordenamiento, y estos son también buenos
ejemplos de céomo aplicar diferentes técnicas de disefio de algoritmos. Los algo-
ritmos generales de ordenamiento eficientes funcionan en tiempo O(nlogn), y
muchos algoritmos que utilizan el ordenamiento como una subrutina también
tienen esta complejidad de tiempo.

3.1 Teoria de ordenamiento

El problema basico en el ordenamiento es el siguiente:

Dado un arreglo que contiene n elementos, tu tarea es ordenar los elementos
en orden creciente.

Por ejemplo, el arreglo

sera como sigue después del ordenamiento:

Algoritmos O(n?)

Los algoritmos simples para ordenar un arreglo funcionan en tiempo O(n?). Tales
algoritmos son cortos y generalmente constan de dos bucles anidados. Un famoso

27



algoritmo de ordenamiento en tiempo O(n2) es ordenamiento por burbuja
donde los elementos "burbujean” en el arreglo de acuerdo con sus valores.

El ordenamiento por burbuja consta de n rondas. En cada ronda, el algoritmo
itera a través de los elementos del arreglo. Cuando se encuentran dos elementos
consecutivos que no estan en el orden correcto, el algoritmo los intercambia. El
algoritmo se puede implementar de la siguiente manera:

for (int i = 0; i <n; i++) {
for (int j = 0@; j < n-1; j++) {
if (array[j] > array[j+1]) {
swap(array[jl,array[j+1]);

3

Después de la primera ronda del algoritmo, el elemento mas grande estara
en la posicion correcta, y en general, después de %k rondas, los £ elementos mas
grandes estaran en las posiciones correctas. Por lo tanto, después de n rondas,
todo el arreglo estara ordenado.

Por ejemplo, en el arreglo

la primera ronda de ordenamiento por burbuja intercambia elementos de la
siguiente manera:

Inversiones

La ordenacién por burbuja es un ejemplo de un algoritmo de ordenacién que siem-
pre intercambia elementos consecutivos en la matriz. Resulta que la complejidad
temporal de este tipo de algoritmo es siempre al menos O(n?), porque en el peor
caso, se necesitan O(n?) intercambios para ordenar la matriz.
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Un concepto 1util al analizar algoritmos de ordenacion es una inversion:
un par de elementos de la matriz (arraylal,array[b]) tal que a < b y arrayla] >
array[b], es decir, los elementos estan en el orden incorrecto. Por ejemplo, la
matriz

tiene tres inversiones: (6,3), (6,5) y (9,8). El niimero de inversiones indica cuanto
trabajo se necesita para ordenar la matriz. Una matriz esta completamente
ordenada cuando no hay inversiones. Por otro lado, si los elementos de la matriz
estan en orden inverso, el nimero de inversiones es el mayor posible:

142+ +(n—-1)= @ = 0(n?)

Intercambiar un par de elementos consecutivos que estén en el orden in-
correcto elimina exactamente una inversiéon de la matriz. Por lo tanto, si un
algoritmo de ordenacion solo puede intercambiar elementos consecutivos, cada
intercambio elimina como maximo una inversién, y la complejidad temporal del
algoritmo es al menos O(n?).

O(nlogn) algoritmos

Es posible ordenar una matriz de forma eficiente en tiempo O(nlogn) usando
algoritmos que no se limitan a intercambiar elementos consecutivos. Un algoritmo
de este tipo es merge sortﬂ que se basa en la recursion.

Merge sort ordena una submatriz arrayla...b] de la siguiente manera:

1. Sia = b, no hacer nada, porque la submatriz ya esta ordenada.
2. Calcular la posicién del elemento del medio: & = [(a + b)/2].

3. Ordenar recursivamente la submatriz arrayla...k].

4. Ordenar recursivamente la submatriz array[k +1...5].

5. Combinar las submatrices ordenadas arrayla...k]y arraylk+1...b] en una
submatriz ordenada arrayla...b].

Merge sort es un algoritmo eficiente, porque reduce a la mitad el tamano de
la submatriz en cada paso. La recursién consta de O(logn) niveles, y el proce-
samiento de cada nivel lleva O(n) tiempo. Combinar las submatrices arrayla...k]
y array[k + 1...b] es posible en tiempo lineal, porque ya estan ordenadas.

Por ejemplo, considere la ordenacion de la siguiente matriz:

113628259

La matriz se dividira en dos submatrices de la siguiente manera:

1Segtn [47], la ordenacién por mezcla fue inventada por J. von Neumann en 1945.
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era:

Finalmente, el algoritmo combina las ordenadas submatrices y crea la matriz
ordenada final:

Limite inferior de ordenacién

(Es posible ordenar una matriz mas rapido que en tiempo O(nlogn)? Resulta que
esto no es posible cuando nos limitamos a algoritmos de ordenaciéon que se basan
en la comparacion de elementos de la matriz.

El limite inferior para la complejidad temporal se puede probar considerando
la ordenacién como un proceso donde cada comparacion de dos elementos pro-
porciona mas informacion sobre el contenido de la matriz. El proceso crea el
siguiente arbol:

x<y?

/\

x<y? x<y?

AN AN

x<y? x<y? x<y? x<y?

Aqui "x < ¥?” significa que algunos elementos x e y se comparan. Si x <y, el
proceso continda a la izquierda, y de lo contrario a la derecha. Los resultados del
proceso son las posibles formas de ordenar la matriz, un total de n! maneras. Por
esta razon, la altura del arbol debe ser al menos

loga(n!) =logy(1) +1ogy(2) + - - - + logy(n).

Obtenemos un limite inferior para esta suma eligiendo los ultimos n/2 elementos
y cambiando el valor de cada elemento a log,(n/2). Esto produce una estimaciéon

logy(n!) = (n/2) -loge(n/2),
por lo que la altura del arbol y el minimo ntimero posible de pasos en un orde-

namiento algoritmo en el peor de los casos es al menos nlogn.
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Ordenacién por conteo

El limite inferior nlogn no se aplica a algoritmos que no comparan elementos de
la matriz sino que utilizan alguna otra informacién. Un ejemplo de tal algoritmo
es ordenacion por conteo que ordena una matriz en tiempo O(n) asumiendo
que cada elemento de la matriz es un entero entre 0...c y ¢ = O(n).

El algoritmo crea una matriz de contabilidad, cuyos indices son elementos
de la matriz original. El algoritmo itera a través de la matriz original y calcula
cuantas veces aparece cada elemento en la matriz.
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Por ejemplo, la matriz

1/3[6]9(9|3[5]9

corresponde a la siguiente matriz de contabilidad:
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1/0({2|0[1]1]0|0]|3

Por ejemplo, el valor en la posicion 3 en la matriz de contabilidad es 2, porque
el elemento 3 aparece 2 veces en la matriz original.

La construccién de la matriz de contabilidad toma tiempo O(n). Después de
esto, la matriz ordenada se puede crear en tiempo O(n) porque el nimero de
ocurrencias de cada elemento se puede recuperar de la matriz de contabilidad.
Por lo tanto, la complejidad temporal total de la contabilidad ordenar es O(n).

La ordenacion por conteo es un algoritmo muy eficiente pero solo se puede uti-
lizar cuando la constante c es lo suficientemente pequeiia, para que los elementos
de la matriz puedan usarse como indices en la matriz de contabilidad.

3.2 Ordenacion en C++

Casi nunca es una buena idea usar un algoritmo de ordenacion hecho en casa
en un concurso, porque hay buenos implementaciones disponibles en lenguajes
de programacion. Por ejemplo, la biblioteca estandar de C++ contiene la funcién
sort que se puede utilizar facilmente para ordenar matrices y otras estructuras
de datos.

Hay muchos beneficios en usar una funcion de biblioteca. Primero, ahorra
tiempo porque no hay necesidad de implementar la funciéon. En segundo lugar,
la implementacion de la biblioteca es ciertamente correcta y eficiente: no es
probable que una funciéon de ordenaciéon hecha en casa sea mejor.

En esta seccién veremos como usar la funcién sort de C++. El siguiente cédigo
ordena un vector en orden creciente:

vector<int> v = {4,2,5,3,5,8,3};
sort(v.begin(),v.end());

Después de la ordenacion, el contenido del vector sera [2,3,3,4,5,5,8]. El orden
de clasificacion predeterminado es creciente, pero un orden inverso es posible de
la siguiente manera:

sort(v.rbegin(),v.rend());

Se puede ordenar una matriz ordinaria de la siguiente manera:

int n = 7; // tamano del array
int all = {4,2,5,3,5,8,3};
sort(a,a+n);
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El siguiente c6digo ordena la cadena s:

string s = "monkey”;
sort(s.begin(), s.end());

Ordenar una cadena significa que los caracteres de la cadena estan ordenados.
Por ejemplo, la cadena "monkey” se convierte en “ekmnoy”.

Operadores de comparaciéon

La funcidn sort requiere que se defina un operador de comparacion para el
tipo de datos de los elementos a ordenar. Al ordenar, este operador se utilizara
cada vez que sea necesario averiguar el orden de dos elementos.

La mayoria de los tipos de datos de C++ tienen un operador de comparacién
integrado, y los elementos de esos tipos se pueden ordenar automéaticamente. Por
ejemplo, los nimeros se ordenan segun sus valores y las cadenas se ordenan en
orden alfabético.

Los pares (pair) se ordenan principalmente segin sus primeros elementos
(first). Sin embargo, si los primeros elementos de dos pares son iguales, se
ordenan seguin sus segundos elementos (second):

vector<pair<int,int>> v;
v.push_back({1,5});
v.push_back({2,3});
v.push_back({1,2});
sort(v.begin(), v.end());

Después de esto, el orden de los pares es (1,2), (1,5) y (2,3).
De manera similar, las tuplas (tuple) se ordenan principalmente por el primer
elemento, secundariamente por el segundo elemento, etcﬂ

vector<tuple<int,int,int>> v;
v.push_back({2,1,4});
v.push_back({1,5,3});
v.push_back({2,1,3});
sort(v.begin(), v.end());

Después de esto, el orden de las tuplas es (1,5,3), (2,1,3) y (2,1,4).

Estructuras definidas por el usuario

Las estructuras definidas por el usuario no tienen un operador de comparacion
automaticamente. El operador debe definirse dentro de la estructura como una
funcién operator<, cuyo parametro es otro elemento del mismo tipo. El operador

2Tenga en cuenta que en algunos compiladores mas antiguos, la funcién make_tuple debe
utilizarse para crear una tupla en lugar de llaves (por ejemplo, make_tuple(2,1,4) en lugar de
{2,1,4)).
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debe devolver true si el elemento es menor que el parametro, y false en caso
contrario.

Por ejemplo, la siguiente estructura P contiene las coordenadas x e y de un
punto. El operador de comparacion se define de modo que los puntos se ordenen
principalmente por la coordenada x y secundariamente por la coordenada y.

struct P {
int x, y;
bool operator<(const P &p) {
if (x !'= p.x) return x < p.x;

else return y < p.y;

};

Funciones de comparacién

También es posible dar una externa funcién de comparacion a la funcién
sort como una funcién de devolucién de llamada. Por ejemplo, la siguiente
funcion de comparacion comp ordena las cadenas principalmente por longitud y
secundariamente por orden alfabético:

bool comp(string a, string b) {
if (a.size() !'= b.size()) return a.size() < b.size();
return a < b;

Ahora un vector de cadenas se puede ordenar de la siguiente manera:

sort(v.begin(), v.end(), comp);

3.3 Busqueda binaria

Un método general para buscar un elemento en un array es usar un bucle for
que itera a través de los elementos del array. Por ejemplo, el siguiente cédigo
busca un elemento x en un array:

for (int 1 = 0; i <n; i++) {
if (arrayl[i] == x) {
// x encontrado en el indice i

La complejidad temporal de este enfoque es O(n), porque en el peor de los
casos, es necesario comprobar todos los elementos del array. Si el orden de los
elementos es arbitrario, este es también el mejor enfoque posible, porque no
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hay informacién adicional disponible sobre dénde en el array debemos buscar el
elemento x.

Sin embargo, si el array esta ordenado, la situacion es diferente. En este
caso, es posible realizar la busqueda mucho mas rapido, porque el orden de los
elementos en el array guia la busqueda. El siguiente algoritmo de busqueda
binaria busca eficientemente un elemento en un array ordenado en O(logn)
tiempo.

Método 1

La forma usual de implementar la busqueda binaria se asemeja a buscar una
palabra en un diccionario. La bisqueda mantiene una regién activa en la matriz,
que inicialmente contiene todos los elementos de la matriz. Luego, se realiza una
serie de pasos, cada uno de los cuales reduce a la mitad el tamano de la region.

En cada paso, la busqueda verifica el elemento del medio de la regién activa.
Si el elemento del medio es el elemento objetivo, la bisqueda termina. De lo
contrario, la busqueda continta recursivamente a la mitad izquierda o derecha
de la region, dependiendo del valor del elemento del medio.

La idea anterior se puede implementar de la siguiente manera:

int a =0, b =n-1;
while (a <= b) {
int k = (atb)/2;
if (array[k] == x) {
// x encontrado en el indice k
3
if (array[k] > x) b = k-1;
else a = k+1;

}

En esta implementacion, la region activa es a...b, y inicialmente la region es
0...n—1. El algoritmo reduce a la mitad el tamano de la regién en cada paso, por
lo que la complejidad temporal es O(logn).

Método 2

Un método alternativo para implementar la biisqueda binaria se basa en una
forma eficiente de iterar a través de los elementos de la matriz. La idea es hacer
saltos y reducir la velocidad cuando nos acercamos al elemento objetivo.

La busqueda recorre la matriz de izquierda a derecha, y la longitud de salto
inicial es n/2. En cada paso, la longitud del salto se reducira a la mitad: primero
n/4, luego n/8, n/16, etc., hasta que finalmente la longitud sea 1. Después de los
saltos, o bien se ha encontrado el elemento objetivo o sabemos que no aparece en
la matriz.

El siguiente c6digo implementa la idea anterior:

int k = 0;
for (int b =n/2; b>=1; b /=2) {
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while (k+b < n && arrayl[k+b] <= x) k += b;
3
if (arraylk] == x) {

// x encontrado en el indice k

b

Durante la bisqueda, la variable b contiene la longitud del salto actual. La
complejidad temporal del algoritmo es O(logn), porque el cédigo en el bucle while
se ejecuta como maximo dos veces para cada longitud de salto.

Funciones de C++

La biblioteca estandar de C++ contiene las siguientes funciones que se basan en
la busqueda binaria y funcionan en tiempo logaritmico:

® lower_bound devuelve un puntero al primer elemento de la matriz cuyo valor
es al menos x.

® upper_bound devuelve un puntero al primer elemento de la matriz cuyo valor
es mayor que x.

* equal_range devuelve ambos punteros anteriores.

Las funciones asumen que la matriz esta ordenada. Si no existe tal elemento,
el puntero apunta a el elemento después del tltimo elemento de la matriz. Por
ejemplo, el siguiente cédigo descubre si una matriz contiene un elemento con
valor x:

auto k = lower_bound(array,array+n,x)-array;
if (k < n && array[k] == x) {
// x encontrado en el indice k

3

Luego, el siguiente cédigo cuenta el nimero de elementos cuyo valor es x:

auto a = lower_bound(array, array+n, x);
auto b = upper_bound(array, array+n, x);
cout << b-a << "\n";

Usando equal_range, el cédigo se vuelve mas corto:

auto r = equal_range(array, array+n, x);
cout << r.second-r.first << "\n";

Encontrar la solucién mas pequeiia

Un uso importante de la bisqueda binaria es encontrar la posicién donde cambia
el valor de una funcién. Supongamos que queremos encontrar el valor mas
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pequetio £ que sea una solucién valida para un problema. Se nos da una funcién
ok(x) que devuelve true si x es una solucién valida y false de lo contrario. Ademas,
sabemos que ok(x) es false cuando x <k y true cuando x = k. La situacion se ve
de la siguiente manera:

x| 0 1 -+ k-1 k k+1
ok(x)‘False false .-+ false true true

Ahora, el valor de % se puede encontrar usando la bisqueda binaria:

int x = -1;

for (int b =2z; b>1; b /=2) {
while (lok(x+b)) x += b;

3

int k = x+1;

La busqueda encuentra el valor mas grande de x para el cual ok(x) es false.
Por lo tanto, el siguiente valor 2 = x + 1 es el valor mas pequeno posible para el
cual ok(k) es true. La longitud de salto inicial z tiene que ser lo suficientemente
grande, por ejemplo, algin valor para el que sabemos de antemano que ok(z) es
true.

El algoritmo llama a la funcion ok O(logz) veces, por lo que la complejidad
temporal total depende de la funcion ok. Por ejemplo, si la funcién funciona en
tiempo O(n), la complejidad temporal total es O(nlogz).

Encontrar el valor maximo

La busqueda binaria también se puede utilizar para encontrar el valor maximo
de una funcién que es primero creciente y luego decreciente. Nuestra tarea es
encontrar una posicion % tal que

* f(x)<f(x+1)cuandox<k,y
* f(x)>f(x+1)cuando x > k.

La idea es usar la busqueda binaria para encontrar el valor mas grande de x
para el cual f(x) < f(x+1). Esto implica que £ = x + 1 porque f(x+1)> f(x +2).
El siguiente c6digo implementa la bisqueda:

int x = -1;

for (int b =2z; b>=1; b /=2) {
while (f(x+b) < f(x+b+1)) x += b;

3

int k = x+1;

Tenga en cuenta que a diferencia de la bisqueda binaria ordinaria, aqui no se
permite que los valores consecutivos de la funcién sean iguales. En este caso, no
seria posible saber como continuar la bisqueda.
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Chapter 4

Estructuras de datos

Una estructura de datos es una forma de almacenar datos en la memoria
de una computadora. Es importante elegir una estructura de datos apropiada
para un problema, porque cada estructura de datos tiene sus propias ventajas
y desventajas. La pregunta crucial es: jqué operaciones son eficientes en la
estructura de datos elegida?

Este capitulo presenta las estructuras de datos mas importantes en la bib-
lioteca estandar de C++. Es una buena idea usar la biblioteca estandar siempre
que sea posible, porque ahorrara mucho tiempo. Mas adelante en el libro, apren-
deremos sobre estructuras de datos mas sofisticadas que no estan disponibles en
la biblioteca estandar.

4.1 Arreglos dinamicos

Un arreglo dinamico es un arreglo cuyo tamano se puede cambiar durante la
ejecucion del programa. El arreglo dindmico mas popular en C++ es la estructura
vector, que se puede usar casi como un arreglo ordinario.

El siguiente codigo crea un vector vacio y agrega tres elementos a él:

vector<int> v;
v.push_back(3); // [3]
v.push_back(2); // [3,2]
v.push_back(5); // [3,2,5]

Después de esto, los elementos se pueden acceder como en un arreglo ordi-
nario:

cout << v[@] << "\n"; // 3
cout << v[1] << "\n"; // 2
cout << v[2] << "\n"; // 5

La funcién size devuelve el nimero de elementos en el vector. El siguiente
codigo itera a través del vector e imprime todos los elementos en él:

for (int i = 0; i < v.size(); i++) {
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cout << v[i] << "\n";

Una forma mas corta de iterar a través de un vector es la siguiente:

for (auto x : v) {
cout << x << "\n";

La funcion back devuelve el dltimo elemento en el vector, y la funcién pop_back
elimina el ultimo elemento:

vector<int> v;

v.push_back(5);
v.push_back(2);

cout << v.back() << "\n"; // 2
v.pop_back();

cout << v.back() << "\n"; // 5

El siguiente cédigo crea un vector con cinco elementos:

vector<int> v = {2,4,2,5,13};

Otra forma de crear un vector es dar el nimero de elementos y el valor inicial
para cada elemento:

// tamano 1@, valor inicial @
vector<int> v(10);

// tamano 10, valor inicial 5
vector<int> v(10, 5);

La implementacion interna de un vector utiliza un arreglo ordinario. Si el
tamano del vector aumenta y el arreglo se vuelve demasiado pequeno, se asigna
un nuevo arreglo y todos los elementos se mueven al nuevo arreglo. Sin embargo,
esto no sucede a menudo y el tiempo de complejidad promedio de push_back es
0(1).

La estructura string también es un arreglo dinamico que se puede usar casi
como un vector. Ademas, hay una sintaxis especial para cadenas que no esta
disponible en otras estructuras de datos. Las cadenas se pueden combinar usando
el simbolo +. La funcién substr(k,x) devuelve la subcadena que comienza en la
posicion k y tiene longitud x, y la funciéon find(t) encuentra la posicién de la
primera apariciéon de una subcadena t.

El siguiente cédigo presenta algunas operaciones de cadena:

string a = "hatti”;
string b = a+a;
cout << b << "\n"; // hattihatti
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b[5] = "v’;

cout << b << "\n"; // hattivatti
string ¢ = b.substr(3,4);

cout << ¢ << "\n"; // tiva

4.2 Estructuras de conjunto

Un conjunto es una estructura de datos que mantiene una colecciéon de elemen-
tos. Las operaciones basicas de los conjuntos son la insercién de elementos, la
busqueda y la eliminacién.

La biblioteca estandar de C++ contiene dos implementaciones de conjunto:
La estructura set se basa en un arbol binario equilibrado y sus operaciones
funcionan en tiempo O(logn). La estructura unordered_set usa hashing, y sus
operaciones funcionan en tiempo O(1) en promedio.

La eleccién de qué implementacién de conjunto usar es a menudo una cuestion
de gusto. El beneficio de la estructura set es que mantiene el orden de los
elementos y proporciona funciones que no estan disponibles en unordered_set.
Por otro lado, unordered_set puede ser mas eficiente.

El siguiente cédigo crea un conjunto que contiene enteros, y muestra algunas
de las operaciones. La funcion insert agrega un elemento al conjunto, la funcién
count devuelve el nimero de ocurrencias de un elemento en el conjunto, y la
funcién erase elimina un elemento del conjunto.

set<int> s;

s.insert(3);

s.insert(2);

s.insert(5);

cout << s.count(3) << "\n"; // 1
cout << s.count(4) << "\n"; // @
s.erase(3);

s.insert(4);

cout << s.count(3) << "\n"; // @
cout << s.count(4) << "\n"; // 1

Un conjunto se puede usar principalmente como un vector, pero no es posible
acceder a los elementos usando la notaciéon []. El siguiente cédigo crea un
conjunto, imprime el nimero de elementos en él, y luego itera a través de todos
los elementos:

set<int> s = {2,5,6,8};
cout << s.size() << "\n"; // 4
for (auto x : s) {

cout << x << "\n";

Una propiedad importante de los conjuntos es que todos sus elementos son
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distintos. Por lo tanto, la funcién count siempre devuelve ya sea 0 (el elemento
no esta en el conjunto) o 1 (el elemento esta en el conjunto), y la funcién insert
nunca agrega un elemento al conjunto si ya esta ahi. El siguiente cédigo ilustra
esto:

set<int> s;
s.insert(5);
s.insert(5);
s.insert(5);
cout << s.count(5) << "\n"; // 1

C++ también contiene las estructuras multiset y unordered_multiset que de
otra manera funcionan como set y unordered_set pero pueden contener multiples
instancias de un elemento. Por ejemplo, en el siguiente cédigo todas las tres
instancias del nimero 5 se agregan a un multiset:

multiset<int> s;

s.insert(5);

s.insert(5);

s.insert(5);

cout << s.count(5) << "\n"; // 3

La funcién erase elimina todas las instancias de un elemento de un multiset:

s.erase(5);
cout << s.count(5) << "\n"; // ©

A menudo, solo se debe eliminar una instancia, lo que se puede hacer de la
siguiente manera:

s.erase(s.find(5));
cout << s.count(5) << "\n"; // 2

4.3 Estructuras de mapa

Un mapa es una matriz generalizada que consta de pares clave-valor. Si bien las
claves en una matriz ordinaria son siempre los enteros consecutivos 0,1,...,n—1,
donde n es el tamano de la matriz, las claves en un mapa pueden ser de cualquier
tipo de datos y no tienen que ser valores consecutivos.

La biblioteca estandar de C++ contiene dos mapas implementaciones que
corresponden al conjunto implementaciones: la estructura map se basa en un
balanceado arbol binario y acceder a elementos toma O(logn) tiempo, mientras
que la estructura unordered_map usa hashing y acceder a elementos toma O(1)
tiempo en promedio.

El siguiente cédigo crea un mapa donde las claves son cadenas y los valores
son enteros:

T 1
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map<string,int> m;

m["monkey"] = 4;

m["banana”] = 3;

m["harpsichord"] = 9;

cout << m["banana”] << "\n"; // 3

Si se solicita el valor de una clave pero el mapa no lo contiene, la clave se
agrega automaticamente al mapa con un valor predeterminado. Por ejemplo, en
el siguiente cédigo, la clave "aybabtu” con valor 0 se agrega al mapa.

map<string,int> m;
cout << m["aybabtu"] << "\n"; // 0

La funcién count comprueba si una clave existe en un mapa:

if (m.count("aybabtu”)) {
// clave existe

}

El siguiente cédigo imprime todas las claves y valores en un mapa:

for (auto x : m) {
cout << x.first << " " << x.second << "\n";

4.4 Iteradores y rangos

Muchas funciones en la biblioteca estandar de C++ operan con iteradores. Un
iterador es una variable que apunta a un elemento en una estructura de datos.
Los iteradores que se usan a menudo begin y end definen un rango que contiene
todos los elementos en una estructura de datos. El iterador begin apunta a el
primer elemento en la estructura de datos, y el iterador end apunta a la posicion
después del ultimo elemento. La situacion se ve de la siguiente manera:

{ 8 4, 6, 8 12, 13, 14, 17 }

! !
s.begin() s.end()

Tenga en cuenta la asimetria en los iteradores: s.begin() apunta a un el-
emento en la estructura de datos, mientras que s.end() apunta fuera de la
estructura de datos. Por lo tanto, el rango definido por los iteradores es semia-
bierto.

Trabajando con rangos

Los iteradores se utilizan en las funciones de la biblioteca estandar de C++
que reciben un rango de elementos en una estructura de datos. Por lo general,
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queremos procesar todos los elementos en un estructura de datos, por lo que los
iteradores begin y end se dan para la funcién.

Por ejemplo, el siguiente cédigo ordena un vector usando la funcién sort, luego
invierte el orden de los elementos usando la funcién reverse, y finalmente baraja
el orden de los elementos usando la funcién random_shuffle.

sort(v.begin(), v.end());
reverse(v.begin(), v.end());
random_shuffle(v.begin(), v.end());

Estas funciones también se pueden usar con una matriz ordinaria. En este
caso, las funciones reciben punteros a la matriz en lugar de iteradores:
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sort(a, at+n);
reverse(a, a+n);
random_shuffle(a, a+n);

Iteradores de conjunto

Los iteradores se utilizan a menudo para acceder a los elementos de un conjunto.
El siguiente cédigo crea un iterador it que apunta al elemento mas pequerno de
un conjunto:

set<int>::iterator it = s.begin();

Una forma mas corta de escribir el codigo es la siguiente:

auto it = s.begin();

El elemento al que apunta un iterador se puede acceder utilizando el simbolo *.
Por ejemplo, el siguiente cédigo imprime el primer elemento del conjunto:

auto it = s.begin();
cout << *it << "\n";

Los iteradores se pueden mover utilizando los operadores ++ (hacia adelante)
y - (hacia atras), lo que significa que el iterador se mueve al siguiente o elemento
anterior del conjunto.

El siguiente c6digo imprime todos los elementos en orden creciente:

for (auto it = s.begin(); it != s.end(); it++) {
cout << *it << "\n";

El siguiente c6digo imprime el elemento mas grande del conjunto:

auto it = s.end(); it--;
cout << *it << "\n";

La funcién find(x) devuelve un iterador que apunta a un elemento cuyo valor
es x. Sin embargo, si el conjunto no contiene x, el iterador sera end.

auto it = s.find(x);
if (it == s.end()) {
// X no se encuentra

La funciéon lower_bound(x) devuelve un iterador al elemento mas pequeiio
del conjunto cuyo valor es al menos x, y la funcién upper_bound(x) devuelve un
iterador al elemento mas pequeiio del conjunto cuyo valor es mayor que x. En
ambas funciones, si no existe tal elemento, el valor de retorno es end. Estas
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funciones no son compatibles con la estructura unordered_set que no mantiene el
orden de los elementos.
Por ejemplo, el siguiente cédigo encuentra el elemento mas cercano a x:

auto it = s.lower_bound(x);
if (it == s.begin()) {

cout << xit << "\n";
} else if (it == s.end()) {

it--;

cout << *it << "\n";
} else {

int a = *it; it--;

int b = *it;

if (x-b < a-x) cout << b << "\n";
else cout << a << "\n";

El c6digo asume que el conjunto no esta vacio, y recorre todos los casos posibles
utilizando un iterador it. Primero, el iterador apunta al elemento mas pequeno
cuyo valor es al menos x. Si it es igual a begin, el elemento correspondiente esta
mas cerca de x. Si it es igual a end, el elemento mas grande del conjunto esta
mas cerca de x. Si ninguno de los casos anteriores se cumple, el elemento mas
cercano a x es o bien el elemento que corresponde a it o el elemento anterior.

4.5 Otras estructuras

Bitset

Un bitset es una matriz cuyo valor de cada elemento es 0 o 1. Por ejemplo, el
siguiente cédigo crea un bitset que contiene 10 elementos:

bitset<10> s;
s[1] = 1;

s3]
s[4]
s[7] =
cout << s[4] << "\n"; // 1
cout << s[5] << "\n"; // 0@

’

1
1;
1

’

La ventaja de usar bitsets es que requieren menos memoria que las matrices
ordinarias, porque cada elemento de un bitset solo utiliza un bit de memoria.
Por ejemplo, si se almacenan n bits en una matriz int, se utilizaran 32n bits de
memoria, pero un bitset correspondiente solo requiere n bits de memoria. Ademas,
los valores de un bitset se pueden manipular de manera eficiente utilizando
operadores bit a bit, lo que permite optimizar algoritmos utilizando bitsets.

El siguiente c6digo muestra otra forma de crear el bitset anterior:

bitset<10> s(string("0010011010")); // de derecha a izquierda
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cout << s[4] << "\n"; // 1
cout << s[5] << "\n"; // 0@

La funcién count devuelve el nimero de unos en el bitset:

bitset<10> s(string(”0010011010"));
cout << s.count() << "\n"; // 4

El siguiente cédigo muestra ejemplos de uso de operaciones bit a bit:

bitset<10> a(string(”0010110110"));
bitset<10> b(string(”1011011000"));
cout << (a&b) << "\n"; // 0010010000
cout << (alb) << "\n"; // 1011111110
cout << (a*b) << "\n"; // 1001101110

Deque

Un deque es una matriz dinamica cuyo tamano se puede cambiar de forma
eficiente en ambos extremos de la matriz. Al igual que un vector, un deque
proporciona las funciones push_back y pop_back, pero también incluye las funciones
push_front y pop_front que no estan disponibles en un vector.

Un deque se puede utilizar de la siguiente manera:

deque<int> d;
d.push_back(5); // [5]
d.push_back(2); // [5,2]
d.push_front(3); // [3,5,2]
d.pop_back(); // [3,5]
d.pop_front(); // [5]

La implementacion interna de una cola de doble extremo es mas compleja
que la de un vector, y por esta razén, una cola de doble extremo es méas lenta que
un vector. Aun asi, tanto agregar como eliminar elementos toma O(1) tiempo en
promedio en ambos extremos.

Pila

Una pila es una estructura de datos que proporciona dos operaciones de tiempo
O(1): agregar un elemento a la cima, y eliminar un elemento de la cima. Solo es
posible acceder al elemento superior de una pila.

El siguiente cédigo muestra como se puede usar una pila:

stack<int> s;
s.push(3);

s.push(2);

s.push(5);

cout << s.top(); // 5
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s.pop();
cout << s.top(); // 2

Cola

Una cola también proporciona dos operaciones de tiempo O(1): agregar un
elemento al final de la cola, y eliminar el primer elemento de la cola. Solo es
posible acceder al primero y al dltimo elemento de una cola.

El siguiente c6digo muestra como se puede usar una cola:

queue<int> q;
q.push(3);

q.push(2);

q.push(5);

cout << q.front(); // 3
q.pop(Q);

cout << q.front(); // 2

Cola de prioridad

Una cola de prioridad mantiene un conjunto de elementos. Las operaciones
compatibles son la insercion y, dependiendo del tipo de la cola, la recuperacion
y la eliminacién de ya sea el elemento minimo o0 méximo. La insercién y la
eliminacion toman O(logn) tiempo, y la recuperacion toma O(1) tiempo.

Si bien un conjunto ordenado admite de manera eficiente todas las opera-
ciones de una cola de prioridad, la ventaja de usar una cola de prioridad es que
tiene factores constantes mas pequeiios. Una cola de prioridad generalmente se
implementa utilizando una estructura de montén que es mucho méas simple que
un arbol binario equilibrado utilizado en un conjunto ordenado.

De forma predeterminada, los elementos de una cola de prioridad de C++ estan
ordenados en orden decreciente, y es posible encontrar y eliminar el elemento
mas grande en la cola. El siguiente cédigo ilustra esto:

priority_queue<int> q;
q.push(3);

q.push(5);

q.push(7);

q.push(2);

cout << g.top() << "\n"; // 7
a.popQ);

cout << g.top() << "\n"; // 5
q.popQ);

q.push(6);

cout << g.top() << "\n"; // 6
q.popQ);
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Si queremos crear una cola de prioridad que admita la bisqueda y la elimi-
nacion del elemento mas pequeiio, podemos hacerlo de la siguiente manera:

priority_queue<int,vector<int>,greater<int>> q;

Estructuras de datos basadas en politicas

El compilador g++ también admite algunas estructuras de datos que no son parte
de la biblioteca estandar de C++. Tales estructuras se llaman estructuras de
datos basadas en politicas. Para usar estas estructuras, las siguientes lineas
deben agregarse al cédigo:

#include <ext/pb_ds/assoc_container.hpp>

using namespace __gnu_pbds;

Después de esto, podemos definir una estructura de datos indexed_set que es
como set pero se puede indexar como una matriz. La definicién para valores int
es la siguiente:

typedef tree<int,null_type,less<int>,rb_tree_tag,
tree_order_statistics_node_update> indexed_set;

Ahora podemos crear un conjunto de la siguiente manera:

indexed_set s;
s.insert(2);
s.insert(3);
s.insert(7);
s.insert(9);

La especialidad de este conjunto es que tenemos acceso a los indices que los
elementos tendrian en una matriz ordenada. La funcién find_by_order devuelve
un iterador al elemento en una posicién dada:

auto x = s.find_by_order(2);
cout << *x << "\n"; // 7

Y la funcién order_of_key devuelve la posicion de un elemento dado:

cout << s.order_of_key(7) << "\n"; // 2

Si el elemento no aparece en el conjunto, obtenemos la posicion que el elemento
tendria en el conjunto:

cout << s.order_of_key(6) << "\n"; // 2
cout << s.order_of_key(8) << "\n"; // 3

Ambas funciones funcionan en tiempo logaritmico.
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4.6 Comparacion con la clasificacion

A menudo es posible resolver un problema utilizando estructuras de datos o
clasificacion. A veces hay diferencias notables en la eficiencia real de estos
enfoques, que pueden estar ocultas en sus complejidades de tiempo.

Consideremos un problema donde se nos dan dos listas A y B que ambas
contienen n elementos. Nuestra tarea es calcular el nimero de elementos que
pertenecen a ambas listas. Por ejemplo, para las listas

A=[5,2,89] y B=I[3,2,9,5],

la respuesta es 3 porque los nimeros 2, 5 y 9 pertenecen a ambas listas.
Una solucién sencilla al problema es recorrer todos los pares de elementos en
O(n?) tiempo, pero a continuacién nos centraremos en algoritmos mas eficientes.

Algoritmo 1

Construimos un conjunto de los elementos que aparecen en A, y después de esto,
iteramos a través de los elementos de B y verificamos para cada elemento si
también pertenece a A. Esto es eficiente porque los elementos de A estan en un
conjunto. Usando la estructura set, la complejidad temporal del algoritmo es
O(nlogn).

Algoritmo 2

No es necesario mantener un conjunto ordenado, asi que en lugar de la estructura
set también podemos usar la estructura unordered_set. Esta es una forma facil de
hacer el algoritmo mas eficiente, porque solo tenemos que cambiar la estructura
de datos subyacente. La complejidad temporal del nuevo algoritmo es O(n).

Algoritmo 3

En lugar de estructuras de datos, podemos usar la ordenacién. Primero, orden-
amos ambas listas A y B. Después de esto, iteramos a través de ambas listas al
mismo tiempo y encontramos los elementos comunes. La complejidad temporal
de la ordenacién es O(nlogn), y el resto del algoritmo funciona en tiempo O(n),
por lo que la complejidad temporal total es O(nlogn).

Comparacién de eficiencia

La siguiente tabla muestra qué tan eficientes son los algoritmos anteriores cuando
n varia y los elementos de las listas son enteros aleatorios entre 1...107:

n Algoritmo 1 Algoritmo 2 Algoritmo 3

10° 15s 0.3s 02s
2-10% 3.7s 0.8s 03s
3-108 5.7s 13s 0.5s
4.108 7.7 s 1.7s 0.7 s
5-10° 10.0 s 2.3s 09s
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Los algoritmos 1 y 2 son iguales excepto que usan diferentes estructuras de
conjuntos. En este problema, esta eleccion tiene un efecto importante en el tiempo
de ejecucion, porque el Algoritmo 2 es 4-5 veces mas rapido que el Algoritmo 1.

Sin embargo, el algoritmo mas eficiente es el Algoritmo 3 que utiliza la
ordenacion. Solo usa la mitad del tiempo en comparacién con el Algoritmo 2.
Curiosamente, la complejidad temporal de ambos Algoritmo 1 y Algoritmo 3 es
O(nlogn), pero a pesar de esto, el Algoritmo 3 es diez veces mas rapido. Esto se
puede explicar por el hecho de que la ordenacién es un procedimiento simple y se
realiza solo una vez al principio del Algoritmo 3, y el resto del algoritmo funciona
en tiempo lineal. Por otro lado, el Algoritmo 1 mantiene un complejo arbol binario
balanceado durante todo el algoritmo.
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Chapter 5

Busqueda completa

Busqueda completa es un método general que se puede utilizar para resolver
casi cualquier problema de algoritmo. La idea es generar todas las posibles
soluciones al problema utilizando la fuerza bruta, y luego seleccionar la mejor
solucién o contar la cantidad de soluciones, dependiendo del problema.

La busqueda completa es una buena técnica si hay tiempo suficiente para
recorrer todas las soluciones, porque la busqueda suele ser facil de implementar
y siempre da la respuesta correcta. Si la busqueda completa es demasiado
lenta, es posible que se necesiten otras técnicas, como los algoritmos voraces o la
programacion dinamica.

5.1 Generacion de subconjuntos

Primero consideramos el problema de generar todos los subconjuntos de un con-
junto de n elementos. Por ejemplo, los subconjuntos de {0,1,2} son @, {0}, {1}, {2},
{0,1}, {0,2}, {1,2} y {0,1,2}. Hay dos métodos comunes para generar subconjuntos:
podemos realizar una busqueda recursiva o explotar la representacion en bits de
los enteros.

Método 1

Una forma elegante de recorrer todos los subconjuntos de un conjunto es usar
la recursion. La siguiente funcion search genera los subconjuntos del conjunto
{0,1,...,n—1}. La funcién mantiene un vector subset que contendra los elementos
de cada subconjunto. La busqueda comienza cuando la funcién se llama con el
parametro 0.

void search(int k) {

if (k == n) {
// process subset
} else {

search(k+1);
subset.push_back(k);
search(k+1);
subset.pop_back();
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}

Cuando la funciéon search se llama con el parametro %k, decide si incluir el
elemento £ en el subconjunto o no, y en ambos casos, luego se llama a si misma con
el parametro % + 1 Sin embargo, si £ = n, la funcién nota que todos los elementos
se han procesado y se ha generado un subconjunto.

El siguiente arbol ilustra las llamadas a funciones cuando n = 3. Siempre
podemos elegir la rama izquierda (% no esta incluido en el subconjunto) o la rama
derecha (% esta incluido en el subconjunto).

search(0)

search(1) search(1)

search(2) search(2) search(2) search(2)

search(3) search(3) search(3) search(3) search(3) search(3) search(3) search(3)
%) {2} {1} {1,2} {0} {0,2} {0,1} {0,1,2}

Método 2

Otra forma de generar subconjuntos se basa en la representacion en bits de los
enteros. Cada subconjunto de un conjunto de n elementos se puede representar
como una secuencia de n bits, que corresponde a un entero entre 0...2" — 1.
Los unos en la secuencia de bits indican qué elementos estan incluidos en el
subconjunto.

La convencién habitual es que el ultimo bit corresponde al elemento 0, el
penultimo bit corresponde al elemento 1, y asi sucesivamente. Por ejemplo, la
representacion en bits de 25 es 11001, que corresponde al subconjunto {0,3,4}.

El siguiente cédigo recorre los subconjuntos de un conjunto de n elementos

for (int b = 0; b < (1<<n); b++) {
// process subset

b

El siguiente cédigo muestra cémo podemos encontrar los elementos de un sub-
conjunto que corresponde a una secuencia de bits. Al procesar cada subconjunto,
el codigo construye un vector que contiene los elementos en el subconjunto.

for (int b = 0; b < (1<<n); b++) {
vector<int> subset;
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for (int 1 = @; i < n; i++) {
if (b&(1<<i)) subset.push_back(i);

5.2 Generacion de permutaciones

A continuacién, consideramos el problema de generar todas las permutaciones
de un conjunto de n elementos. Por ejemplo, las permutaciones de {0,1,2} son
0,1,2), (0,2,1), (1,0,2), (1,2,0), (2,0,1) y (2,1,0). De nuevo, hay dos enfoques:
podemos usar recursion o recorrer las permutaciones iterativamente.

Método 1

Al igual que los subconjuntos, las permutaciones se pueden generar usando
recursion. La siguiente funcion search recorre las permutaciones del conjunto
{0,1,...,n—1}. La funcién construye un vector permutation que contiene la per-
mutacion, y la busqueda comienza cuando la funcién se llama sin parametros.

void search() {
if (permutation.size() == n) {
// process permutation
} else {
for (int 1 = 0@; i < n; i++) {
if (chosen[i]) continue;
chosen[i] = true;
permutation.push_back(i);
search();
chosen[i] = false;
permutation.pop_back();

3

Cada llamada a la funcién agrega un nuevo elemento a permutation. La matriz
chosen indica qué elementos ya estan incluidos en la permutacion. Si el tamario
de permutation es igual al tamarfio del conjunto, se ha generado una permutacion.

Método 2

Otro método para generar permutaciones es comenzar con la permutacion {0,1,...,n—
1} y repetir el uso de una funcion que construye la siguiente permutacién en orden
creciente. La biblioteca estandar de C++ contiene la funcién next_permutation
que se puede usar para esto:

vector<int> permutation;
for (int i = 0; i < n; i++) {
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permutation.push_back(i);
b
do {
// process permutation
} while (next_permutation(permutation.begin(),permutation.end()));

5.3 Backtracking

Un algoritmo de backtracking comienza con una solucién vacia y extiende la
solucion paso a paso. La busqueda recursivamente recorre todas las formas
diferentes de como se puede construir una solucién.

Como ejemplo, considere el problema de calcular el nimero de formas en que
se pueden colocar n reinas en un tablero de ajedrez de n x n de modo que ninguna
de las dos reinas se ataque entre si. Por ejemplo, cuando n =4, hay dos soluciones
posibles:

El problema se puede resolver usando backtracking colocando reinas en el
tablero fila por fila. Mas precisamente, exactamente una reina se colocara en
cada fila de modo que ninguna reina ataque a ninguna de las reinas colocadas
antes. Se ha encontrado una solucién cuando todas las n reinas se han colocado
en el tablero.

Por ejemplo, cuando n = 4, algunas soluciones parciales generadas por el
algoritmo de backtracking son las siguientes:
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E |IE

invéalida invalida invalida valida

En el nivel inferior, las tres primeras configuraciones son ilegales, porque las
reinas se atacan entre si. Sin embargo, la cuarta configuracion es valida y puede
extenderse a una solucion completa colocando dos reinas mas en el tablero. Solo
hay una forma de colocar las dos reinas restantes.

El algoritmo se puede implementar de la siguiente manera:

void search(int y) {

if (y=n) {
count++;
return;

}

for (int x = @; x < n; x++) {
if (column[x] || diagllx+y] || diag2[x-y+n-1]) continue;
column[x] = diagl[x+y] = diag2[x-y+n-1] = 1;
search(y+1);
column[x] = diagl[x+y]

diag2[x-y+n-1] = 0;

La busqueda comienza llamando a search(9). El tamano del tablero es n x n, y el
cédigo calcula el nimero de soluciones a count.

El cédigo asume que las filas y columnas del tablero estdn numeradas de 0 a
n —1. Cuando se llama a la funcién search con el parametro y, coloca una reina
en la fila y y luego se llama a si misma con el parametro y + 1. Luego, si y =n, se
ha encontrado una solucién y la variable count se incrementa en uno.

El arreglo column lleva un registro de las columnas que contienen una reina, y
los arreglos diag1 y diag2 llevan un registro de las diagonales. No esta permitido
agregar otra reina a una columna o diagonal que ya contiene una reina. Por
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ejemplo, las columnas y diagonales de el tablero de 4 x 4 se numeran de la
siguiente manera:

0|1(2]|3 0|1(2]3 314|516
0|1(2]|3 11234 213415
01|23 213415 1/2(3|4
01|23 3|4|5]|6 01123
column diagl diag?2

Sea q(n) el namero de formas de colocar n reinas en un tablero de ajedrez
de n x n. El algoritmo de retroceso anterior nos dice que, por ejemplo, g(8) = 92.
Cuando » aumenta, la bisqueda se vuelve rapidamente lenta, porque el niimero
de soluciones aumenta exponencialmente. Por ejemplo, calcular ¢(16) = 14772512
utilizando el algoritmo anterior ya lleva aproximadamente un minuto en una
computadora moderna[l}

5.4 Poda de la busqueda

A menudo podemos optimizar el retroceso podando el arbol de bisqueda. La
idea es agregar “inteligencia” al algoritmo para que se dé cuenta lo antes posible
si una solucién parcial no se puede extender a una solucién completa. Estas
optimizaciones pueden tener un tremendo efecto en la eficiencia de la busqueda.

Consideremos el problema de calcular el nimero de caminos en una cuadricula
de n x n desde la esquina superior izquierda hasta la esquina inferior derecha, de
modo que el camino visite cada cuadrado exactamente una vez. Por ejemplo, en
una cuadricula de 7 x 7, hay 111712 caminos de este tipo. Uno de los caminos es
el siguiente:

Nos centramos en el caso 7 x 7, porque su nivel de dificultad es apropiado
para nuestras necesidades. Comenzamos con un algoritmo de retroceso directo, y
luego lo optimizamos paso a paso usando observaciones de cémo se puede podar
la busqueda. Después de cada optimizaciéon, medimos el tiempo de ejecucion del
algoritmo y el nimero de llamadas recursivas, para que veamos claramente el
efecto de cada optimizacion en la eficiencia de la bisqueda.

INo hay una forma conocida para calcular eficientemente valores mayores de g(n). El récord
actual es q(27) = 234907967154122528, calculado en 2016 [55]].
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Algoritmo basico

La primera version del algoritmo no contiene ninguna optimizacién. Simplemente
usamos retroceso para generar todos los caminos posibles desde la esquina
superior izquierda hasta la esquina inferior derecha y contamos el nimero de
estos caminos.

* tiempo de ejecucion: 483 segundos

¢ numero de llamadas recursivas: 76 mil millones

Optimizaciéon 1

En cualquier solucién, primero movemos un paso hacia abajo o hacia la derecha.
Siempre hay dos caminos que son simétricos respecto a la diagonal de la cuadricula
después del primer paso. Por ejemplo, los siguientes caminos son simétricos:

Por lo tanto, podemos decidir que siempre nos movemos primero un paso hacia
abajo (o hacia la derecha), y finalmente multiplicamos el nimero de soluciones
por dos.

* tiempo de ejecucion: 244 segundos

¢ numero de llamadas recursivas: 38 mil millones

Optimizacién 2

Si el camino llega a la casilla inferior derecha antes de haber visitado todas las
demas casillas de la cuadricula, es claro que no sera posible completar la solucion.
Un ejemplo de esto es el siguiente camino:
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Usando esta observacion, podemos terminar la bisqueda inmediatamente si
llegamos a la casilla inferior derecha demasiado pronto.

* tiempo de ejecucion: 119 segundos

e numero de llamadas recursivas: 20 mil millones

Optimizacién 3

Si el camino toca una pared y puede girar a la izquierda o a la derecha, la
cuadricula se divide en dos partes que contienen casillas no visitadas. Por
ejemplo, en la siguiente situacion, el camino puede girar a la izquierda o a la
derecha:

En este caso, ya no podemos visitar todas las casillas, por lo que podemos terminar
la busqueda. Esta optimizacién es muy util:

* tiempo de ejecucion: 1,8 segundos

¢ numero de llamadas recursivas: 221 millones

Optimizacién 4

Laidea de la Optimizacion 3 se puede generalizar: si el camino no puede continuar
hacia adelante pero puede girar a la izquierda o a la derecha, la cuadricula se
divide en dos partes que ambas contienen casillas no visitadas. Por ejemplo,
considere el siguiente camino:

Esta claro que ya no podemos visitar todas las casillas, por lo que podemos termi-
nar la busqueda. Después de esta optimizacion, la busqueda es muy eficiente:

* tiempo de ejecucion: 0.6 segundos
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e numero de llamadas recursivas: 69 millones

Ahora es un buen momento para dejar de optimizar el algoritmo y ver lo que
hemos logrado. El tiempo de ejecucién del algoritmo original era de 483 segundos,
y ahora después de las optimizaciones, el tiempo de ejecucion es de solo 0.6
segundos. Por lo tanto, el algoritmo se volvi6 casi 1000 veces mas rapido después
de las optimizaciones.

Este es un fenémeno habitual en el backtracking, porque el arbol de bisqueda
suele ser grande e incluso observaciones simples pueden podar la busqueda
de forma eficaz. Son especialmente tutiles las optimizaciones que se producen
durante los primeros pasos del algoritmo, es decir, en la parte superior del arbol
de busqueda.

5.5 Encuentro en el medio

Encuentro en el medio es una técnica en la que el espacio de busqueda se
divide en dos partes de aproximadamente igual tamarfio. Se realiza una bisqueda
separada para ambas partes, y finalmente se combinan los resultados de las
busquedas.

La técnica se puede utilizar si hay una forma eficiente de combinar las re-
sultados de las busquedas. En tal situacién, las dos busquedas pueden requerir
menos tiempo que una busqueda grande. Tipicamente, podemos convertir un
factor de 2" en un factor de 22 usando la técnica de encuentro en el medio.

Como ejemplo, considere un problema en el que se nos da una lista de n
nimeros y un nimero x, y queremos saber si es posible elegir algunos nimeros
de la lista para que su suma sea x. Por ejemplo, dada la lista [2,4,5,9] y x = 15,
podemos elegir los nimeros [2,4,9] para obtener 2 +4 +9 = 15. Sin embargo, si
x =10 para la misma lista, no es posible formar la suma.

Un algoritmo simple para el problema es recorrer todos los subconjuntos de los
elementos y comprobar si la suma de alguno de los subconjuntos es x. El tiempo
de ejecucion de tal algoritmo es O(2"), porque hay 2" subconjuntos. Sin embargo,
utilizando la técnica de encuentro en el medio, podemos lograr un algoritmo mas
eficiente de tiempo 0(2”/2 Tenga en cuenta que O(2") y O(22) son diferentes
complejidades porque 22 es igual a v/27.

La idea es dividir la lista en dos listas A y B de modo que ambas listas
contengan aproximadamente la mitad de los nimeros. La primera bisqueda
genera todos los subconjuntos de A y almacena sus sumas en una lista S4. De
manera correspondiente, la segunda busqueda crea una lista Sg de B. Después de
esto, basta con comprobar si es posible elegir un elemento de S4 y otro elemento
de Sp de modo que su suma sea x. Esto es posible exactamente cuando hay una
forma de formar la suma x usando los nimeros de la lista original.

Por ejemplo, suponga que la lista es [2,4,5,9] y x = 15. Primero, dividimos
la lista en A =[2,4] y B =[5,9]. Después de esto, creamos listas S4 =[0,2,4,6]

2Esta idea fue introducida en 1974 por E. Horowitz y S. Sahni [39].
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y Sp=10,5,9,14]. En este caso, la suma x = 15 es posible de formar, porque S 4
contiene la suma 6, S contiene la suma 9, y 6 +9 = 15. Esto corresponde a la
solucién [2,4,9].

Podemos implementar el algoritmo de modo que su complejidad temporal sea
O(2"2). Primero, generamos listas ordenadas Sa y Sg, lo que se puede hacer en
tiempo O(2"2) utilizando una técnica similar a la fusién. Después de esto, dado
que las listas estan ordenadas, podemos comprobar en tiempo O(2"2) si la suma
x se puede crear a partir de S4 y Sp.
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Chapter 6

Algoritmos voraces

Un algoritmo voraz construye una solucion al problema tomando siempre la
decision que parece mejor en ese momento. Un algoritmo voraz nunca revoca sus
decisiones, sino que construye directamente la solucion final. Por esta razon, los
algoritmos voraces suelen ser muy eficientes.

La dificultad en el disefio de algoritmos voraces es encontrar una estrategia
voraz que siempre produzca una soluciéon 6ptima al problema. Las decisiones
localmente 6ptimas en un algoritmo voraz también deberian ser globalmente
optimas. A menudo es dificil argumentar que un algoritmo voraz funciona.

6.1 Problema de la moneda

Como primer ejemplo, consideramos un problema en el que se nos da un conjunto
de monedas y nuestra tarea es formar una suma de dinero n usando las monedas.
Los valores de las monedas son coins = {c1,c9,...,c:}, y cada moneda se puede
usar tantas veces como queramos. ;Cuadl es el niimero minimo de monedas
necesarias?

Por ejemplo, si las monedas son las monedas de euro (en céntimos)

{1,2,5,10,20,50, 100,200}

y n =520, necesitamos al menos cuatro monedas. La solucién 6ptima es selec-
cionar monedas 200 + 200 + 100 + 20 cuya suma es 520.

Algoritmo voraz

Un algoritmo voraz simple para el problema siempre selecciona la moneda mas
grande posible, hasta que se ha construido la suma de dinero requerida. Este
algoritmo funciona en el caso de ejemplo, porque primero seleccionamos dos
monedas de 200 céntimos, luego una moneda de 100 céntimos y finalmente una
moneda de 20 céntimos. ;jPero este algoritmo siempre funciona?

Resulta que si las monedas son las monedas de euro, el algoritmo voraz
siempre funciona, es decir, siempre produce una solucién con el menor nimero
posible de monedas. La correccién del algoritmo se puede mostrar como sigue:
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Primero, cada moneda 1, 5, 10, 50 y 100 aparece como maximo una vez en una
solucion 6ptima, porque si la solucién contendria dos de esas monedas, podriamos
reemplazarlas por una moneda y obtener una mejor solucién. Por ejemplo, si la
solucion contendria monedas 5 + 5, podriamos reemplazarlas por la moneda 10.

De la misma manera, las monedas 2 y 20 aparecen como maximo dos veces
en una solucién 6ptima, porque podriamos reemplazar monedas 2 + 2 + 2 por
monedas 5+ 1 y monedas 20 + 20 + 20 por monedas 50+ 10. Ademads, una solucién
o6ptima no puede contener monedas 2+ 2+ 1 o 20 + 20 + 10, porque podriamos
reemplazarlas por monedas 5 y 50.

Usando estas observaciones, podemos mostrar para cada moneda x que no es
posible construir 6ptimamente una suma x o cualquier suma mayor usando solo
monedas que son mas pequenas que x. Por ejemplo, si x = 100, la suma 6ptima
mas grande usando las monedas mas pequenas es 50+20+20+5+2+2 = 99.
Por lo tanto, el algoritmo voraz que siempre selecciona la moneda mas grande
produce la solucion 6ptima.

Este ejemplo muestra que puede ser dificil argumentar que un algoritmo
voraz funciona, incluso si el algoritmo en si es simple.

Caso general

En el caso general, el conjunto de monedas puede contener cualquier moneda y el
algoritmo voraz no produce necesariamente una solucién éptima.

Podemos probar que un algoritmo voraz no funciona mostrando un contraejem-
plo donde el algoritmo da una respuesta incorrecta. En este problema podemos
encontrar facilmente un contraejemplo: si las monedas son {1,3,4} y la suma
objetivo es 6, el algoritmo voraz produce la solucién 4 + 1+ 1 mientras que la
solucién 6ptima es 3 + 3.

No se sabe si el problema general de la moneda se puede resolver usando
algin algoritmo Vorazﬂ Sin embargo, como veremos en el Capitulo 7, en algunos
casos, el problema general se puede resolver de manera eficiente utilizando un
algoritmo de programacion dinamica que siempre da la respuesta correcta.

6.2 Planificacion

Muchos problemas de planificacién se pueden resolver usando algoritmos voraces.
Un problema clasico es el siguiente: Dado n eventos con sus tiempos de inicio
y fin, encuentra un horario que incluya tantos eventos como sea posible. No es
posible seleccionar un evento parcialmente. Por ejemplo, considere los siguientes
eventos:

1Sin embargo, es posible comprobar en tiempo polinomial si el algoritmo voraz presentado en
este capitulo funciona para un conjunto dado de monedas [53].
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evento tiempo de inicio tiempo de fin

A 1 3
B 2 5
C 3 9
D 6 8

En este caso, el nimero maximo de eventos es dos. Por ejemplo, podemos selec-
cionar los eventos B y D de la siguiente manera:

Es posible inventar varios algoritmos voraces para el problema, pero ;cual de
ellos funciona en todos los casos?

Algoritmo 1

La primera idea es seleccionar eventos tan cortos como sea posible. En el caso del
ejemplo, este algoritmo selecciona los siguientes eventos:

Sin embargo, seleccionar eventos cortos no siempre es una estrategia correcta.
Por ejemplo, el algoritmo falla en el siguiente caso:

]
]
]

Si seleccionamos el evento corto, solo podemos seleccionar un evento. Sin embargo,
seria posible seleccionar ambos eventos largos.

Algoritmo 2

Otra idea es siempre seleccionar el siguiente posible evento que comience lo mas
temprano posible. Este algoritmo selecciona los siguientes eventos:
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Sin embargo, podemos encontrar un contraejemplo también para este algo-
ritmo. Por ejemplo, en el siguiente caso, el algoritmo solo selecciona un evento:

| |
L]

L]

Si seleccionamos el primer evento, no es posible seleccionar ningtun otro evento.
Sin embargo, seria posible seleccionar los otros dos eventos.

Algoritmo 3

La tercera idea es siempre seleccionar el siguiente evento posible que termine lo
mas temprano posible. Este algoritmo selecciona los siguientes eventos:

C |
D]

Resulta que este algoritmo siempre produce una solucién éptima. La razon
de esto es que siempre es una opcién éptima seleccionar primero un evento
que termine lo mas temprano posible. Después de esto, es una opcién 6ptima
seleccionar el siguiente evento usando la misma estrategia, etc., hasta que no
podamos seleccionar mas eventos.

Una forma de argumentar que el algoritmo funciona es considerar qué sucede
si primero seleccionamos un evento que termina mas tarde que el evento que
termina lo méas temprano posible. Ahora, tendremos como maximo un nimero
igual de opciones sobre como podemos seleccionar el siguiente evento. Por lo
tanto, seleccionar un evento que termina mas tarde nunca puede producir una
mejor solucidn, y el algoritmo voraz es correcto.

6.3 Tareas y plazos

Consideremos ahora un problema donde se nos dan n tareas con duraciones y
plazos y nuestra tarea es elegir un orden para realizar las tareas. Para cada
tarea, ganamos d —x puntos donde d es el plazo de la tarea y x es el momento
en que terminamos la tarea. ;Cual es la mayor puntuacion total posible que
podemos obtener?

Por ejemplo, supongamos que las tareas son las siguientes:

tarea duracion plazo
4 2

Cawe

3 5
2 7
4 5
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En este caso, un programa 6ptimo para las tareas es el siguiente:

En esta solucién, C produce 5 puntos, B produce 0 puntos, A produce —7 puntos y
D produce —8 puntos, por lo que la puntuacion total es —10. Sorprendentemente,
la solucién 6ptima al problema no depende en absoluto de las fechas limite,
sino que una estrategia codiciosa correcta es simplemente realizar las tareas
ordenadas por sus duraciones en orden creciente. La razon de esto es que si
alguna vez realizamos dos tareas una después de la otra de modo que la primera
tarea dure mas que la segunda tarea, podemos obtener una mejor solucién si
intercambiamos las tareas. Por ejemplo, considere el siguiente horario:

X Y |

Y X |

Ahora X da b puntos menos e Y da a puntos mas, por lo que la puntuacion total
aumenta en a —b > 0. En una solucién éptima, para dos tareas consecutivas, debe
cumplirse que la tarea mas corta venga antes de la tarea mas larga. Por lo tanto,
las tareas deben realizarse ordenadas por sus duraciones.

6.4 Minimizar sumas

A continuacién, consideramos un problema en el que se nos dan n ndameros
ai,as,...,a, y nuestra tarea es encontrar un valor x que minimice la suma

a1 —x|+|ag—x|+---+|a, —x|°.

Nos centramos en los casos c =1y c =2.

Casoc=1

En este caso, debemos minimizar la suma
a1 —x[+lag—x|+---+|a, —x|.

Por ejemplo, si los nimeros son [1,2,9,2,6], la mejor solucion es seleccionar x = 2
que produce la suma

[1-2[+12-2]|+[9-2|+|2-2]|+]6—-2| =12.
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En el caso general, la mejor opcion para x es la mediana de los nimeros, es decir,
el nimero del medio después de la ordenacion. Por ejemplo, la lista [1,2,9,2,6] se
convierte en [1,2,2,6,9] después de la ordenacion, por lo que la mediana es 2.

La mediana es una opcién 6ptima, porque si x es menor que la mediana, la
suma se hace mas pequena al aumentar x, y si x es mayor que la mediana, la
suma se hace més pequena al disminuir x. Por lo tanto, la solucién éptima es que
x sea la mediana. Si n es par y hay dos medianas, tanto las medianas como todos
los valores entre ellas son opciones 6ptimas.

Caso c=2

En este caso, debemos minimizar la suma
(a1-x2+(ag—x) +-+(a, —x)°.

Por ejemplo, si los nameros son [1,2,9,2,6], la mejor solucién es seleccionar x =4
que produce la suma

(1-42+2-42+9-42+©2-42+(6-4)% = 46.

En el caso general, la mejor opcién para x es la media de los numeros. En el
ejemplo, la media es (1+2+9+2+6)/5 =4. Este resultado se puede derivar
presentando la suma de la siguiente manera:

nx2—2x(a1+ag+-~+an)+(a§+a%+~--+ai)

La tultima parte no depende de x, por lo que podemos ignorarla. Las partes
restantes forman una funcién nx? — 2xs donde s =a; +ag+---+a,. Esta es una
parabola que se abre hacia arriba con raices x =0 y x = 2s/n, y el valor minimo es
la media de las raices x = s/n, es decir, la media de los nimeros a1,a9,...,a,.

6.5 Compresion de datos

Un coédigo binario asigna a cada caracter de una cadena una palabra de
codigo que consiste en bits. Podemos comprimir la cadena usando el codigo
binario reemplazando cada caracter por la palabra de cédigo correspondiente. Por
ejemplo, el siguiente cédigo binario asigna palabras de cédigo para los caracteres
A-D:

caracter palabra de cédigo

A 00
B 01
C 10
D 11

Este es un cédigo de longitud constante lo que significa que la longitud de
cada palabra de cédigo es la misma. Por ejemplo, podemos comprimir la cadena
AABACDACA como sigue:

000001001011001000
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Usando este codigo, la longitud de la cadena comprimida es de 18 bits. Sin
embargo, podemos comprimir la cadena mejor si usamos un cédigo de longitud
variable donde las palabras de cédigo pueden tener diferentes longitudes. En-
tonces podemos dar palabras de cédigo cortas para los caracteres que aparecen a
menudo y palabras de cédigo largas para los caracteres que aparecen raramente.
Resulta que un cédigo 6ptimo para la cadena anterior es el siguiente:

caracter palabra de cédigo

A 0
B 110
C 10
D 111

Un c6digo 6ptimo produce una cadena comprimida que es lo mas corta posible.
En este caso, la cadena comprimida usando el cédigo 6ptimo es

001100101110100,

por lo que solo se necesitan 15 bits en lugar de 18 bits. Por lo tanto, gracias a un
mejor codigo fue posible ahorrar 3 bits en la cadena comprimida.

Requerimos que ninguna palabra de cédigo sea un prefijo de otra palabra de
codigo. Por ejemplo, no esta permitido que un cédigo contenga ambas palabras
de codigo 10 y 1011. La razon de esto es que queremos poder generar la cadena
original a partir de la cadena comprimida. Si una palabra de cédigo pudiera ser
un prefijo de otra palabra de cédigo, esto no siempre seria posible. Por ejemplo, el
siguiente c6digo no es vdlido:

caracter palabra de cédigo

A 10
B 11
C 1011
D 111

Usando este cédigo, no seria posible saber si la cadena comprimida 1011 corre-
sponde a la cadena AB o la cadena C.

Codificacién de Huffman

Codificacion de HuffmanE] es un algoritmo voraz que construye un codigo
6ptimo para comprimir una cadena dada. El algoritmo construye un arbol binario
basado en las frecuencias de los caracteres en la cadena, y la palabra de cédigo
de cada caracter se puede leer siguiendo un camino desde la raiz hasta el nodo
correspondiente. Un movimiento hacia la izquierda corresponde al bit 0, y un
movimiento hacia la derecha corresponde al bit 1.

Inicialmente, cada caracter de la cadena es representado por un nodo cuyo
peso es el namero de veces que el caracter aparece en la cadena. Luego, en cada

2D. A. Huffman descubrié este método al resolver una tarea de un curso universitario y publicé
el algoritmo en 1952 [40].
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paso, dos nodos con pesos minimos se combinan creando un nuevo nodo cuyo peso
es la suma de los pesos de los nodos originales. El proceso continda hasta que
todos los nodos se han combinado.

A continuacion, veremos cémo la codificacion de Huffman crea el cédigo 6ptimo
para la cadena AABACDACA. Inicialmente, hay cuatro nodos que corresponden a los
caracteres de la cadena:

© © ® ¢

El nodo que representa el caracter A tiene peso 5 porque el caracter A aparece 5
veces en la cadena. Los otros pesos se han calculado de la misma manera.

El primer paso es combinar los nodos que corresponden a los caracteres B y D,
ambos con peso 1. El resultado es:

0 o &

Después de esto, los nodos con peso 2 se combinan:

Ahora todos los nodos estan en el arbol, por lo que el cédigo esta listo. Las
siguientes palabras de cédigo se pueden leer del arbol:

caracter palabra de cédigo

A 0
B 110
C 10
D 111
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Chapter 7

Programacion dinamica

Programacion dinamica es una técnica que combina la correccion de la
busqueda completa y la eficiencia de los algoritmos voraces. La programacion
dinamica se puede aplicar si el problema se puede dividir en subproblemas
superpuestos que se pueden resolver independientemente.

Hay dos usos para la programacién dindmica:

¢ Encontrar una solucion 6ptima: Queremos encontrar una solucién que
sea lo mas grande o lo mas pequena posible.

¢ Contar el numero de soluciones: Queremos calcular el numero total de
soluciones posibles.

Primero veremos cémo la programacion dinamica puede usarse para encontrar
una solucion 6ptima, y luego usaremos la misma idea para contar las soluciones.

Comprender la programaciéon dinamica es un hito en la carrera de todo
programador competitivo. Si bien la idea béasica es simple, el desafio es cémo
aplicar la programacion dindmica a diferentes problemas. Este capitulo presenta
un conjunto de problemas clasicos que son un buen punto de partida.

7.1 Problema de la moneda

Primero nos centramos en un problema que ya hemos visto en el Capitulo 6: Dado
un conjunto de valores de monedas coins = {c1,cg,...,c;} Yy una suma objetivo
de dinero n, nuestra tarea es formar la suma n usando la menor cantidad de
monedas posible.

En el Capitulo 6, resolvimos el problema usando un algoritmo voraz que
siempre elige la mas grande moneda posible. El algoritmo voraz funciona, por
ejemplo, cuando las monedas son las monedas de euro, pero en el caso general el
algoritmo voraz no produce necesariamente una solucién éptima.

Ahora es el momento de resolver el problema de manera eficiente usando
programacion dindmica, para que el algoritmo funcione para cualquier conjunto
de monedas. El algoritmo de programacion dinamica se basa en una funcién
recursiva que recorre todas las posibilidades de como formar la suma, como un
algoritmo de fuerza bruta. Sin embargo, la programaciéon dinamica algoritmo es
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eficiente porque utiliza memorizacion y calcula la respuesta a cada subproblema
solo una vez.

Formulacién recursiva

La idea en la programacion dinamica es formular el problema de forma recursiva
para que la solucién al problema se pueda calcular a partir de soluciones a
problemas mas pequenos. En el problema de la moneda, un problema recursivo
natural es el siguiente: ;cudal es el menor nimero de monedas requerido para
formar una suma x?

Sea solve(x) denotar el minimo numero de monedas requeridas para una
suma x. Los valores de la funcién dependen de los valores de las monedas. Por
ejemplo, si coins ={1,3,4}, los primeros valores de la funcion son los siguientes:

solve(0) =
solve(l)
solve(2)
solve(3)
solve(4)
solve(b)
solve(6)
solve(7)
solve(8) =
solve(9) =
solve(10)

Il
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Por ejemplo, solve(10) = 3, porque se necesitan al menos 3 monedas para
formar la suma 10. La solucién éptima es 3+3 +4 = 10.

La propiedad esencial de solve es que sus valores se pueden calcular recursi-
vamente a partir de sus valores mas pequeiios. La idea es centrarse en la primera
moneda que elegimos para la suma. Por ejemplo, en el escenario anterior, la
primera moneda puede ser 1, 3 o0 4. Si primero elegimos la moneda 1, la tarea
restante es formar la suma 9 usando el minimo nimero de monedas, que es
un subproblema del problema original. Por supuesto, lo mismo se aplica a las
monedas 3 y 4. Por lo tanto, podemos usar la siguiente férmula recursiva para
calcular el minimo nimero de monedas:

solve(x) = min(solve(x —1)+1,
solve(x—3)+1,
solve(x—4)+1).

El caso base de la recursion es solve(0) = 0, porque no se necesitan monedas para
formar una suma vacia. Por ejemplo,

solve(10) = solve(7)+1 =solve(4)+ 2 =solve(0)+3 = 3.

Ahora estamos listos para dar una funcion recursiva general que calcula el
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minimo nimero de monedas necesarias para formar una suma x:

00 x<0
solve(x) =<0 x=0

MiNcecoins SOlve(x—c)+1 x>0

Primero, si x < 0, el valor es co, porque es imposible formar una suma negativa
de dinero. Luego, si x =0, el valor es 0, porque no se necesitan monedas para
formar una suma vacia. Finalmente, si x > 0, la variable ¢ pasa por todas las
posibilidades de c6mo elegir la primera moneda de la suma.

Una vez que se ha encontrado una funcion recursiva que resuelve el problema,
podemos implementar directamente una solucién en C++ (la constante INF denota
infinito):

int solve(int x) {
if (x < @) return INF;
if (x == @) return 0;
int best = INF;
for (auto ¢ : coins) {
best = min(best, solve(x-c)+1);
3

return best;

Aun asi, esta funcion no es eficiente, porque puede haber un namero exponen-
cial de formas de construir la suma. Sin embargo, a continuacion veremos c6mo
hacer que la funcién sea eficiente utilizando una técnica llamada memorizacion.

Usando memorizacidn

La idea de la programacién dindmica es usar memorizacion para calcular
eficientemente los valores de una funcion recursiva. Esto significa que los valores
de la funcién se almacenan en una matriz después de calcularlos. Para cada
parametro, el valor de la funcién se calcula recursivamente solo una vez, y
después de esto, el valor se puede recuperar directamente de la matriz.

En este problema, usamos matrices

bool ready[N];
int value[N];

donde ready[x] indica si el valor de solve(x) ya se ha calculado, y si es asi,
value[x] contiene este valor. La constante N se ha elegido de modo que todos los
valores necesarios quepan en las matrices.

Ahora la funcién se puede implementar eficientemente de la siguiente manera:

int solve(int x) {
if (x < @) return INF;
if (x == @) return 0;
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if (ready[x]) return value[x];
int best = INF;
for (auto ¢ : coins) {
best = min(best, solve(x-c)+1);
3
value[x] = best;
ready[x] = true;

return best;

La funcién maneja los casos base x <0 y x =0 como antes. Luego, la funcién
verifica desde ready[x] si solve(x) ya se ha almacenado en value[x], y si es asi, la
funcion la devuelve directamente. De lo contrario, la funcién calcula el valor de
solve(x) recursivamente y lo almacena en value[x].

Esta funcién funciona eficientemente, porque la respuesta para cada parametro
x se calcula recursivamente solo una vez. Una vez que un valor de solve(x) se
ha almacenado en value[x], se puede recuperar eficientemente cada vez que la
funcién se vuelva a llamar con el parametro x. La complejidad temporal del
algoritmo es O(nk), donde n es la suma objetivo y £ es la cantidad de monedas.

Tenga en cuenta que también podemos iterativamente construir la matriz
value utilizando un bucle que simplemente calcula todos los valores de solve para
los parametros O...n:

valuel[0@] = 0;
for (int x = 1; x <= n; x++) {
value[x] = INF;
for (auto ¢ : coins) {
if (x-c >= 0) {
value[x] = min(value[x], value[x-cJ+1);

De hecho, la mayoria de los programadores competitivos prefieren esta imple-
mentacion, porque es mas corta y tiene factores constantes mas bajos. De ahora
en adelante, también usamos implementaciones iterativas en nuestros ejemplos.
Aun asi, a menudo es mas facil pensar en soluciones de programacién dinamica
en términos de funciones recursivas.

Construyendo una solucién

A veces se nos pide que encontremos el valor de una solucién 6ptima y que demos
un ejemplo de como se puede construir una solucién de este tipo. En el problema
de la moneda, por ejemplo, podemos declarar otra matriz que indique para cada
suma de dinero la primera moneda en una solucién 6ptima:

int first[N];
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Luego, podemos modificar el algoritmo de la siguiente manera:

valuel[0] = 0;
for (int x = 1; x <= n; x++) {
value[x] = INF;
for (auto ¢ : coins) {
if (x-c >= 0 && value[x-c]+1 < valuel[x]) {
value[x] = value[x-c]+1;
first[x]

<5

}

Después de esto, el siguiente cédigo se puede usar para imprimir las monedas
que aparecen en una solucion 6ptima para la suma n:

while (n > @) {
cout << first[n] << "\n";
n -= first[n];

Contando el nimero de soluciones

Consideremos ahora otra version del problema de la moneda donde nuestra tarea
es calcular el namero total de formas de producir una suma x usando las monedas.
Por ejemplo, si coins ={1,3,4} y x =5, hay un total de 6 formas:

e 1+1+1+1+1 e 3+1+1
e 1+1+3 e 1+4
e 1+3+1 e 4+1

Nuevamente, podemos resolver el problema recursivamente. Sea solve(x)
denotar el nimero de formas en que podemos formar la suma x. Por ejemplo, si
coins ={1, 3,4}, entonces solve(5) = 6 y la féormula recursiva es

solve(x) =solve(x — 1)+
solve(x —3)+
solve(x —4).

Entonces, la funcién recursiva general es la siguiente:

0 x<0
solve(x) =<1 x=0
> cecoinsSolve(x—c) x>0
Si x <0, el valor es 0, porque no hay soluciones. Si x =0, el valor es 1, porque

solo hay una forma de formar una suma vacia. De lo contrario, calculamos la
suma de todos los valores de la forma solve(x — c¢) donde ¢ esta en coins.
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El siguiente codigo construye un arreglo count tal que count[x] es igual al
valor de solve(x) para 0 <x <n:

count[@] = 1;
for (int x = 1; x <= n; x++) {
for (auto ¢ : coins) {
if (x-¢c >=0) {
count[x] += count[x-c];

b

A menudo, el namero de soluciones es tan grande que no es necesario calcular
el nimero exacto, pero es suficiente dar la respuesta médulo m donde, por ejemplo,
m =10% + 7. Esto se puede hacer cambiando el cédigo para que todos los calculos
se realicen médulo m. En el cédigo anterior, basta con agregar la linea

count[x] %= m;

después de la linea

count[x] += count[x-c];

Ahora hemos discutido todas las ideas basicas de la programaciéon dinamica.
Dado que la programacion dinamica se puede utilizar en muchas situaciones
diferentes, ahora veremos un conjunto de problemas que muestran mas ejemplos
sobre las posibilidades de la programacion dinamica.

7.2 Subsecuencia creciente mas larga

Nuestro primer problema es encontrar la subsecuencia creciente mas larga
en un arreglo de n elementos. Esta es una secuencia de longitud maxima de
elementos del arreglo que va de izquierda a derecha, y cada elemento de la
secuencia es mayor que el elemento anterior. Por ejemplo, en el arreglo

la subsecuencia creciente mas larga contiene 4 elementos:

0 1 2 3 4 5 6
6]2]5]|1]7|4]8]3]

\UA N g

Sea length(k) denotar la longitud de la subsecuencia creciente mas larga que
termina en la posicion k. Asi, si calculamos todos los valores de length(k) donde
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0 <k <n-1, descubriremos la longitud de la subsecuencia creciente mas larga.
Por ejemplo, los valores de la funcién para el arreglo anterior son los siguientes:

length(0) =
length(l) =
length(2) =
length(3)
length(4)
length(5)
length(6)
length(7) =

Il
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Por ejemplo, length(6) = 4, porque la subsecuencia creciente mas larga que
termina en la posiciéon 6 consta de 4 elementos.

Para calcular un valor de length(k), debemos encontrar una posicion i < k
para la cual array[i] < array[k] y length(i) sea lo mas grande posible. Entonces
sabemos que length(k) = length(i)+1, porque esta es una forma 6ptima de agregar
array[k] a una subsecuencia. Sin embargo, si no existe tal posicion i, entonces
length(k) =1, lo que significa que la subsecuencia solo contiene array[Z].

Dado que todos los valores de la funcién se pueden calcular a partir de sus
valores mas pequeiios, podemos usar la programacién dinamica. En el siguiente
codigo, los valores de la funcién se almacenaran en un arreglo length.

for (int k = 0; k < n; k+t) {
length[k] = 1;
for (int i = 0@; i < k; i++) {
if (array[i] < array[kl) {
length[k] = max(length[k],length[i]+1);

}

Este cédigo funciona en tiempo O(n?), porque consiste en dos bucles anida-
dos. Sin embargo, también es posible implementar el calculo de programacion
dinamica de forma mas eficiente en tiempo O(nlogn). ;Puedes encontrar una
manera de hacer esto?

7.3 Caminos en una cuadricula

Nuestro préximo problema es encontrar un camino desde la esquina superior
izquierda hasta la esquina inferior derecha de una cuadricula de n x n, de modo
que solo nos movamos hacia abajo y hacia la derecha. Cada cuadrado contiene un
entero positivo, y el camino debe construirse de modo que la suma de los valores
a lo largo del camino sea lo mas grande posible.

La siguiente imagen muestra un camino 6ptimo en una cuadricula:
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37192
98|35
117(9]8
3/8(6/|4/10
613|978

La suma de los valores en el camino es 67, y esta es la suma mas grande posible en
un camino desde la esquina superior izquierda hasta la esquina inferior derecha.
Asuma que las filas y columnas de la cuadricula estdan numeradas de 1 an,y
value[y][x] es igual al valor del cuadrado (y,x). Sea sum(y,x) la suma maxima en
un camino desde la esquina superior izquierda hasta el cuadrado (y,x). Ahora
sum(n,n) nos dice la suma maxima desde la esquina superior izquierda hasta la
esquina inferior derecha. Por ejemplo, en la cuadricula de arriba, sum(5,5) = 67.
Podemos calcular recursivamente las sumas de la siguiente manera:

sum(y,x) = max(sum(y,x — 1),sum(y — 1,x)) + value[ y]lx]
La férmula recursiva se basa en la observacion de que un camino que termina

en el cuadrado (y,x) puede venir ya sea del cuadrado (y,x — 1) o del cuadrado
(y—1,x):

Por lo tanto, seleccionamos la direcciéon que maximiza la suma. Asumamos
que sum(y,x) =0 si y =0 o x = 0 (porque no existen tales caminos), por lo que la
formula recursiva también funciona cuando y=10x=1.

Dado que la funcién sum tiene dos parametros, la matriz de programaciéon
dindmica también tiene dos dimensiones. Por ejemplo, podemos usar una matriz

int sum[N][NJ;

y calcular las sumas de la siguiente manera:

for (int y =15y <= n; y++) {
for (int x = 1; x <= n; x++) {
sumlyJ[x] = max(sum[y][x-1],sum[y-11[x]1)+valuely][x];

3

La complejidad temporal del algoritmo es O(n?).
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7.4 Problemas de la mochila

El término mochila se refiere a problemas donde se da un conjunto de objetos, y
se deben encontrar subconjuntos con algunas propiedades. Los problemas de la
mochila a menudo se pueden resolver utilizando programacién dinamica.

En esta seccidn, nos centraremos en el siguiente problema: Dado una lista
de pesos [w1,ws,...,w,], determinar todas las sumas que se pueden construir
utilizando los pesos. Por ejemplo, si los pesos son [1,3,3,5], las siguientes sumas
son posibles:

10 11 12

2 3 4 5 6 7T 8 9
X X X X X X X X X

0 1

X X

En este caso, todas las sumas entre 0...12 son posibles, excepto 2 y 10. Por
ejemplo, la suma 7 es posible porque podemos seleccionar los pesos [1,3,3].

Para resolver el problema, nos centramos en subproblemas donde solo us-

amos los primeros k£ pesos para construir sumas. Sea possible(x,k) = true si

podemos construir una suma x usando los primeros £ pesos, y de lo contrario

possible(x,k) = false. Los valores de la funcion se pueden calcular recursivamente
como sigue:

possible(x, k) = possible(x —wp,k —1) vV possible(x,k — 1)

La férmula se basa en el hecho de que podemos usar o no usar el peso wy en
la suma. Si usamos w;y, la tarea restante es formar la suma x —w;, usando los
primeros & — 1 pesos, y si no usamos wy, la tarea restante es formar la suma x
usando los primeros £ — 1 pesos. Como casos base,

true x=0

possible(x,0) =
false x#0
porque si no se usan pesos, solo podemos formar la suma 0.
La siguiente tabla muestra todos los valores de la funcién para los pesos
[1,3,3,5] (el simbolo ”X” indica los valores verdaderos):

R\x |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0| X
11X X
21X X X X
31X X X X X X
4 X X X X X X X X X X X

Después de calcular esos valores, possible(x,n) nos dice si podemos construir
una suma x usando todos los pesos.

Sea W la suma total de los pesos. La siguiente soluciéon de programacion
dinamica de tiempo O(nW) corresponde a la funcién recursiva:
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possible[@][0] = true;
for (int k = 1; k <= n; k++) {
for (int x = @; x <= W; x++) {
if (x-w[k] >= @) possible[x][k] |= possible[x-w[k]][k-11;
possible[x][k] |= possible[x1[k-11;

3

Sin embargo, aqui hay una mejor implementacion que solo usa una matriz
unidimensional possible[x] que indica si podemos construir un subconjunto con
suma x. El truco es actualizar la matriz de derecha a izquierda para cada nuevo
peso:

possible[@] = true;
for (int k = 1; k <= n; k++) {
for (int x = W; x >=0; x—-) {
if (possible[x]) possible[x+w[k]] = true;

Tenga en cuenta que la idea general presentada aqui se puede utilizar en
muchos problemas de mochila. Por ejemplo, si se nos dan objetos con pesos y
valores, podemos determinar para cada suma de peso la suma de valor maximo
de un subconjunto.

7.5 Distancia de edicion

La distancia de edicién o distancia de Levenshtein|es el nimero minimo de
operaciones de edicién necesarias para transformar una cadena en otra cadena.
Las operaciones de edicion permitidas son las siguientes:

* insertar un caracter (por ejemplo, ABC — ABCA)
¢ eliminar un caracter (por ejemplo, ABC — AC)
¢ modificar un caracter (por ejemplo, ABC — ADC)

Por ejemplo, la distancia de ediciéon entre LOVE y MOVIE es 2, porque primero
podemos realizar la operacién LOVE — MOVE (modificar) y luego la operacién MOVE
— MOVIE (insertar). Este es el menor niimero posible de operaciones, porque esta
claro que solo una operacién no es suficiente.

Suponga que se nos da una cadena x de longitud n y una cadena y de longitud
m, y queremos calcular la distancia de edicion entre x y y. Para resolver el
problema, definimos una funcién distance(a,b) que da la distancia de edicion
entre prefijos x[0...a] y y[0...b]. Por lo tanto, usando esta funcién, la distancia de

11a distancia recibe el nombre de V. I. Levenshtein quien la estudié en relacién con los cédigos
binarios [49].
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edicién entre x y y es igual a distance(n —1,m — 1). Podemos calcular los valores
de distance de la siguiente manera:

distance(a,b) = min(distance(a,b—1)+1,
distance(a —1,b)+1,
distance(a —1,b — 1)+ cost(a,b)).

Aqui cost(a,b) = 0 si x[a] = y[b], y de lo contrario cost(a,b) = 1. La féormula
considera las siguientes formas de editar la cadena x:

* distance(a,b —1): insertar un caracter al final de x
® distance(a —1,b): eliminar el dltimo caracter de x
® distance(a —1,b—1): coincidir o modificar el tltimo caracter de x

En los dos primeros casos, se necesita una operacién de edicion (insertar o
eliminar). En el dltimo caso, si x[a] = y[b], podemos hacer coincidir los dltimos
caracteres sin editar, y de lo contrario se necesita una operacién de edicion
(modificar).

La siguiente tabla muestra los valores de distance en el caso de ejemplo:

m < o
=W IN |- |O

B W|IN| R =X
RN RN CEE )
N[ = DN W W<
NN | W[ || H
NI W ][O ot m

La esquina inferior derecha de la tabla nos dice que la distancia de edicién
entre LOVE y MOVIE es 2. La tabla también muestra como construir la secuencia
mas corta de operaciones de edicién. En este caso, la ruta es la siguiente:

M v I E

1 314|5
L1 314|5
0|2 2134
vVi]3 3
E|4 212

Los ultimos caracteres de LOVE y MOVIE son iguales, por lo que la distancia de
edicién entre ellos es igual a la distancia de edicién entre LOV y MOVI. Podemos
usar una operacion de edicion para eliminar el caracter I de MOVI. Por lo tanto, la
distancia de edicion es uno mayor que la distancia de edicién entre LOV y MOV, etc.
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7.6 Contando mosaicos

A veces, los estados de una solucion de programacion dindmica son mas complejos
que las combinaciones fijas de nimeros. Como ejemplo, considere el problema
de calcular el nimero de maneras distintas de llenar una cuadricula de n x m
usando baldosas de tamafio 1 x 2 y 2 x 1. Por ejemplo, una solucién valida para la

cuadricula de 4 x 7 es
y el namero total de soluciones es 781.

El problema se puede resolver usando programacién dinamica recorriendo
la cuadricula fila por fila. Cada fila en una solucién se puede representar como

una cadena que contiene m caracteres del conjunto {r1,u,—, J}. Por ejemplo, la
solucion anterior consta de cuatro filas que corresponden a las siguientes cadenas:

e MmCaOnC4an
e ucCjummu
e COCJuun
e I au

Sea count(k,x) el ndmero de maneras de construir una solucién para las filas
1...k de la cuadricula tal que la cadena x corresponde a la fila k. Es posible usar
programacion dinamica aqui, porque el estado de una fila esta limitado solo por
el estado de la fila anterior.

Una solucién es valida si la fila 1 no contiene el carécter LI, 1a fila n no contiene
el caracter M, y todas las filas consecutivas son compatibles. Por ejemplo, las filas
LUCJunmnuy C3OC3Juun son compatibles, mientras que las filasmC - Jn
y CJCJC U no son compatibles.

Dado que una fila consta de m caracteres y hay cuatro opciones para cada
caracter, el namero de distintas filas es como maximo 4. Por lo tanto, la
complejidad temporal de la solucién es O(n4?™) porque podemos recorrer las
0O(4™) posibles estados para cada fila, y para cada estado, hay O(4™) posibles
estados para la fila anterior. En la practica, es una buena idea rotar la cuadricula
para que el lado mas corto tenga longitud m, porque el factor 42 domina la
complejidad temporal.

Es posible hacer que la solucién sea mas eficiente usando una representacién
mas compacta para las filas. Resulta que es suficiente saber cuales columnas de
la fila anterior contienen el cuadrado superior de una baldosa vertical. Por lo
tanto, podemos representar una fila usando solo caracteres rny [, donde [] es
una combinacion de caracteres L, C y ). Usando esta representacion, solo hay
2™ filas distintas y la complejidad temporal es O(n22™).
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Como nota final, también existe una sorprendente formula directa para calcu-
lar el ndmero de teselaciones?t

[n/217
I1
a=1

b
Il 4-(cos2n—a+cos2 ” )
_ n+1 m+1

m/2]
b=1
Esta formula es muy eficiente, porque calcula el nimero de teselaciones en
O(nm) tiempo, pero dado que la respuesta es un producto de nimeros reales, un
problema al usar la férmula es como almacenar los resultados intermedios con
precision.

2Sorprendentemente, esta formula fue descubierta en 1961 por dos equipos de investigacién
[43, 67] que trabajaron independientemente.
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Chapter 8

Analisis amortizado

La complejidad temporal de un algoritmo a menudo es facil de analizar simple-
mente examinando la estructura del algoritmo: qué bucles contiene el algoritmo
y cuantas veces se ejecutan los bucles. Sin embargo, a veces un analisis directo
no da una imagen real de la eficiencia del algoritmo.

Analisis amortizado se puede utilizar para analizar algoritmos que con-
tienen operaciones cuya complejidad temporal varia. La idea es estimar el tiempo
total utilizado para todas esas operaciones durante la ejecucion del algoritmo, en
lugar de centrarse en operaciones individuales.

8.1 Meétodo de dos punteros

En el método de dos punteros, se utilizan dos punteros para iterar a través de
los valores de la matriz. Ambos punteros pueden moverse solo en una direccion,
lo que garantiza que el algoritmo funcione de manera eficiente. A continuacion,
analizaremos dos problemas que se pueden resolver utilizando el método de dos
punteros.

Suma de subarreglos

Como primer ejemplo, considere un problema en el que se nos da un arreglo de
n enteros positivos y una suma objetivo x, y queremos encontrar un subarreglo
cuya suma sea x o informar que no existe tal subarreglo.

Por ejemplo, el arreglo

11325 (1|1]2]3

contiene un subarreglo cuya suma es 8:

113|256 (11|23

Este problema se puede resolver en tiempo O(n) utilizando el método de dos
punteros. La idea es mantener punteros que apunten al primer y ultimo valor de
un subarreglo. En cada turno, el puntero izquierdo se mueve un paso hacia la
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derecha, y el puntero derecho se mueve hacia la derecha siempre que la suma del
subarreglo resultante sea como maximo x. Si la suma se convierte exactamente
en x, se ha encontrado una solucién.

Como ejemplo, considere el siguiente arreglo y una suma objetivo x = 8:

113251 |1]2]3

El subarreglo inicial contiene los valores 1, 3 y 2 cuya suma es 6:

1/3/2|/5/1[1|2|3
T T

Luego, el puntero izquierdo se mueve un paso hacia la derecha. El puntero
derecho no se mueve, porque de lo contrario la suma del subarreglo excederia x.

1132 5(1|1]2]3

T 1

Nuevamente, el puntero izquierdo se mueve un paso hacia la derecha, y
esta vez el puntero derecho se mueve tres pasos hacia la derecha. La suma del
subarreglo es 2+ 5+ 1 =8, por lo que se ha encontrado un subarreglo cuya suma
es x.

113|256 (11|23

T T

El tiempo de ejecucion del algoritmo depende de la cantidad de pasos que se
mueve el puntero derecho. Si bien no existe un limite superior 1til sobre cuantos
pasos el puntero puede moverse en un solo turno. sabemos que el puntero se
mueve un total de O(n) pasos durante el algoritmo, porque solo se mueve hacia
la derecha.

Dado que tanto el puntero izquierdo como el derecho se mueven O(n) pasos
durante el algoritmo, el algoritmo funciona en tiempo O(n).

Problema 2SUM

Otro problema que se puede resolver utilizando el método de los dos punteros es
el siguiente problema, también conocido como el problema de 2SUM: dada una
matriz de n nimeros y una suma objetivo x, encontrar dos valores de la matriz
tales que su suma sea x, o informar que no existen tales valores.

Para resolver el problema, primero ordenamos los valores de la matriz en
orden creciente. Después de eso, iteramos a través de la matriz usando dos
punteros. El puntero izquierdo comienza en el primer valor y se mueve un paso
a la derecha en cada vuelta. El puntero derecho comienza en el dltimo valor y
siempre se mueve hacia la izquierda hasta que la suma de los valores izquierdo y
derecho es como maximo x. Si la suma es exactamente x, se ha encontrado una
solucion.

Por ejemplo, considere la siguiente matriz y una suma objetivo x = 12:
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114,56 |79]9 10

Las posiciones iniciales de los punteros son las siguientes. La suma de los
valores es 1+ 10 =11 que es menor que x.

14|56 ]|7,9]9]10

T T

Luego, el puntero izquierdo se mueve un paso a la derecha. El puntero derecho
se mueve tres pasos a la izquierda, y la suma se convierte en 4+ 7 =11.

1|4 /5/6|7/9/[9]|10
T T

Después de esto, el puntero izquierdo se mueve un paso a la derecha de nuevo.
El puntero derecho no se mueve, y una soluciéon 5+ 7 = 12 ha sido encontrada.

1/4(5/6[7[9[9 10
T T

El tiempo de ejecucion del algoritmo es O(nlogn), porque primero ordena la
matriz en O(nlogn) tiempo, y luego ambos punteros se mueven O(n) pasos.

Tenga en cuenta que es posible resolver el problema de otra manera en
O(nlogn) tiempo usando la bisqueda binaria. En tal solucién, iteramos a través
de la matriz y para cada valor de la matriz, tratamos de encontrar otro valor que
produzca la suma x. Esto se puede hacer realizando n biisquedas binarias, cada
una de las cuales tarda O(logn) tiempo.

Un problema mas dificil es el problema de 3SUM que pide encontrar tres
valores de la matriz cuya suma es x. Utilizando la idea del algoritmo anterior,
este problema se puede resolver en O(n?) tiemp(ﬂ ;Puedes ver como?

8.2 Elementos mas pequenos cercanos

El analisis amortizado se utiliza a menudo para estimar el niimero de operaciones
realizadas en una estructura de datos. Las operaciones pueden estar distribuidas
de forma desigual, de modo que la mayoria de las operaciones ocurren durante
una cierta fase del algoritmo, pero el total nimero de operaciones es limitado.

Como ejemplo, considere el problema de encontrar para cada elemento de
la matriz el elemento mas pequeno cercano, es decir, el primer elemento
mas pequernio que precede al elemento en la matriz. Es posible que no exista tal
elemento, en cuyo caso el algoritmo debe reportar esto. A continuacion veremos
como el problema puede ser resuelto eficientemente utilizando una estructura de
pila.

IDurante mucho tiempo, se pensé que resolver el problema de 3SUM maés eficientemente que
en O(n?) tiempo no seria posible. Sin embargo, en 2014, resulté [30] que este no es el caso.
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Recorremos la matriz de izquierda a derecha y mantenemos una pila de
elementos de la matriz. En cada posicién de la matriz, eliminamos elementos
de la pila hasta que el elemento superior sea menor que el elemento actual, o
la pila esté vacia. Luego, informamos que el elemento superior es el elemento
mas pequeno cercano del elemento actual, o si la pila esta vacia, no existe tal
elemento. Finalmente, agregamos el elemento actual a la pila. Como ejemplo,
considere la siguiente matriz:

113425342

Primero, los elementos 1, 3 y 4 se agregan a la pila, porque cada elemento es
mayor que el elemento anterior. Por lo tanto, el elemento mas pequeiio cercano
de 4 es 3, y el elemento mas pequeno cercano de 3 es 1.

1/3|4(2|5|3|4|2

El siguiente elemento 2 es menor que los dos elementos superiores en la pila.
Por lo tanto, los elementos 3 y 4 se eliminan de la pila, y luego el elemento 2 se
agrega a la pila. Su elemento méas pequeiio cercano es 1:

1034|253 |4|2

Luego, el elemento 5 es mayor que el elemento 2, por lo que se agregara a la
pila, y su elemento mas pequeno cercano es 2:

113425342

Después de esto, el elemento 5 se elimina de la pila y los elementos 3 y 4 se
agregan a la pila:

1/3|4|2|5|3]4]2
1] 12——1{31{4]

Finalmente, todos los elementos excepto 1 se eliminan de la pila y el dltimo
elemento 2 se agrega a la pila:

113425342

1] 2]

La eficiencia del algoritmo depende de la cantidad total de operaciones de
pila. Si el elemento actual es mayor que el elemento superior en la pila, se agrega
directamente a la pila, lo cual es eficiente. Sin embargo, a veces la pila puede
contener varios elementos méas grandes y lleva tiempo eliminarlos. Aun asi, cada
elemento se agrega exactamente una vez a la pila y se elimina como mdximo una
vez de la pila. Por lo tanto, cada elemento provoca O(1) operaciones de pila, y el
algoritmo funciona en tiempo O(n).
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8.3 Minimo de ventana deslizante

Una ventana deslizante es una submatriz de tamano constante que se mueve
de izquierda a derecha a través de la matriz. En cada posicién de la ventana,
queremos calcular alguna informacion sobre los elementos dentro de la ventana.
En esta seccion, nos centramos en el problema de mantener el minimo de la
ventana deslizante, lo que significa que deberiamos reportar el valor mas
pequerio dentro de cada ventana.

El minimo de la ventana deslizante se puede calcular usando una idea sim-
ilar a la que usamos para calcular los elementos mas cercanos mas pequeiios.
Mantenemos una cola donde cada elemento es mas grande que el elemento ante-
rior, y el primer elemento siempre corresponde al elemento minimo dentro de la
ventana. Después de cada movimiento de la ventana, eliminamos elementos del
final de la cola hasta que el dltimo elemento de la cola sea mas pequeiio que el
nuevo elemento de la ventana, o la cola se vacie. También eliminamos el primer
elemento de la cola si ya no esta dentro de la ventana. Finalmente, afiadimos el
nuevo elemento de la ventana al final de la cola.

Como ejemplo, considere la siguiente matriz:

211453412

Supongamos que el tamano de la ventana deslizante es 4. En la primera
posicién de la ventana, el valor mas pequerio es 1:

2(1|4(5|3[4|1]|2

Luego la ventana se mueve un paso a la derecha. El nuevo elemento 3 es
mas pequenio que los elementos 4 y 5 en la cola, por lo que los elementos 4 y 5
se eliminan de la cola y el elemento 3 se anade a la cola. El valor mas pequefio
sigue siendo 1.

2145|383 [4|1]|2

Después de esto, la ventana se mueve de nuevo, y el elemento mas pequeno 1
ya no pertenece a la ventana. Por lo tanto, se elimina de la cola y el mas pequefio
el valor ahora es 3. También el nuevo elemento 4 se annade a la cola.

2145|838 [4|1]|2

El siguiente nuevo elemento 1 es mas pequeio que todos los elementos en la
cola. Por lo tanto, todos los elementos se eliminan de la cola y solo contendra el
elemento 1:
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211453 |4|1|2

Finalmente la ventana alcanza su dltima posicién. El elemento 2 se anade a
la cola, pero el valor mas pequeiio dentro de la ventana sigue siendo 1.

214|583 |4[1|2

Dado que cada elemento del arreglo se agrega a la cola exactamente una vez y se
elimina de la cola como maximo una vez, el algoritmo funciona en tiempo O(n).
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Chapter 9

Consultas de rango

En este capitulo, discutimos las estructuras de datos que nos permiten procesar
consultas de rango de manera eficiente. En una consulta de rango, nuestra
tarea es calcular un valor basado en una submatriz de una matriz. Las consultas
de rango tipicas son:

* sumg(a,b): calcular la suma de los valores en el rango [a,b]
* ming(a,b): encontrar el valor minimo en el rango [a, b]

* maxq(a,b): encontrar el valor méximo en el rango [a,b]

Por ejemplo, considere el rango [3,6] en la siguiente matriz:

0 1 2 3 4 5 6 7
1/3(8]4(6|1|3 |4

En este caso, sumy(3,6) = 14, ming(3,6) = 1 y max4(3,6) = 6.

Una forma simple de procesar consultas de rango es usar un bucle que recorra
todos los valores de la matriz en el rango. Por ejemplo, la siguiente funcién puede
ser usada para procesar consultas de suma en una matriz:

int sum(int a, int b) {
int s = 0;
for (int i = a; i <= b; i++) {
s += array[i];
3

return s;

b

Esta funcién funciona en tiempo O(n), donde n es el tamafio de la matriz.
Por lo tanto, podemos procesar g consultas en O(nq) tiempo usando la funcién.
Sin embargo, si tanto n como g son grandes, este enfoque es lento. Afortunada-
mente, resulta que hay maneras de procesar consultas de rango mucho mas
eficientemente.
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9.1 Consultas de matriz estatica

Primero nos enfocamos en una situaciéon donde la matriz es estdtica, es decir, los
valores de la matriz nunca se actualizan entre las consultas. En este caso, es
suficiente construir una estructura de datos estatica que nos diga la respuesta
para cualquier consulta posible.

Consultas de suma

Podemos procesar facilmente consultas de suma en una matriz estatica con-
struyendo una matriz de suma de prefijos. Cada valor en la matriz de suma de
prefijos es igual a la suma de los valores en la matriz original hasta esa posicion,
es decir, el valor en la posicién & es sumy(0,%). La matriz de suma de prefijos se
puede construir en tiempo O(n).

Por ejemplo, considere la siguiente matriz:

0 1 2 3 4 5 6
1/3[4|8|6|1|4]|2

La matriz de suma de prefijos correspondiente es la siguiente:

0 1 2 3 4 5 6 7
1|4]8/|16|22|23|27 29

Dado que la matriz de suma de prefijos contiene todos los valores de sum,(0,%),
podemos calcular cualquier valor de sumy(a,b) en tiempo O(1) de la siguiente
manera:

sumg(a,b) = sumg(0,b) — sumy(0,a — 1)

Definiendo sumy(0,—1) = 0, la férmula anterior también se cumple cuando a = 0.
Por ejemplo, considere el rango [3,6]:

o 1 2 3 4 5 6
1/3[4/8(6|1|4)2

En este caso sumy(3,6) =8+6+1+4 =19. Esta suma se puede calcular a partir
de dos valores del arreglo de suma de prefijo:

0 1 2 3 4 5 6 7
1|4]|8|16|22|23|27|29

Por lo tanto, sumy(3,6) = sumy(0,6) — sumy(0,2) = 27 -8 = 19.

También es posible generalizar esta idea a dimensiones superiores. Por
ejemplo, podemos construir un arreglo de suma de prefijo bidimensional que se
puede usar para calcular la suma de cualquier subarreglo rectangular en tiempo
O(1). Cada suma en tal arreglo corresponde a un subarreglo que comienza en la
esquina superior izquierda del arreglo.

92



La siguiente imagen ilustra la idea:

La suma del subarreglo gris se puede calcular usando la formula
S(A)-SB)-S(C)+SD),

donde S(X) denota la suma de valores en un subarreglo rectangular desde la
esquina superior izquierda hasta la posicion de X.

Consultas minimas

Las consultas minimas son mas dificiles de procesar que las consultas de suma.
Aun asi, existe un método de preprocesamiento bastante simple de O(nlogn)
tiempo después del cual podemos responder cualquier consulta minima en tiempo
O(lﬂ Tenga en cuenta que dado que las consultas minimas y maximas pueden
procesarse de forma similar, podemos centrarnos en las consultas minimas.

Laidea es precalcular todos los valores de min,(a,b) donde b—a+1 (la longitud
del rango) es una potencia de dos. Por ejemplo, para el arreglo

se calculan los siguientes valores:

ming(a,b) ming(a,b) ming(a,d)

O ULk W - O|IR

OO Uk WD RO
N B = O 0 W
UL W HH OQ

IO Uk WS
N H = O R WK
OB W RO

N 30 Ot i WO
e et

IEsta técnica fue introducida en [7] y a veces se llama el método de la tabla dispersa. También
hay técnicas mas sofisticadas [22] donde el tiempo de preprocesamiento es solo O(n), pero tales
algoritmos no son necesarios en la programaciéon competitiva.
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El ndimero de valores precalculados es O(nlogn), porque hay O(logn) lon-
gitudes de rango que son potencias de dos. Los valores se pueden calcular de
manera eficiente usando la férmula recursiva

ming(a,b) = min(ming(a,a +w —1),ming(a + w, b)),

donde b —a + 1 es una potencia de dos y w = (b —a + 1)/2. Calcular todos esos
valores toma O(nlogn) tiempo.

Después de esto, cualquier valor de ming(a, b) se puede calcular en tiempo O(1)
como un minimo de dos valores precalculados. Sea % la mayor potencia de dos
que no excede b —a + 1. Podemos calcular el valor de ming(a,b) usando la férmula

ming(a,b) =min(ming(a,a +k —1),ming(b — &k + 1,D)).

En la féormula anterior, el rango [a,b] esta representado como la unién de los
rangos [a,a+k—1]y [b—k +1,b], ambos de longitud k.
Como ejemplo, considere el rango [1,6]:

1 2 3 4 5 6 7
1134 |8|6|1|4]|2

La longitud del rango es 6, y la mayor potencia de dos que no excede 6 es 4. Por
lo tanto, el rango [1,6] es la union de los rangos [1,4] y [3,61]:

0 1 2 3 4 5 6
113|486 |1|4)2

Dado que ming(1,4) =3 y ming(3,6) = 1, concluimos que ming(1,6) = 1.

9.2 Arbol indexado binario

Un arbol indexado binario o un arbol de Fenwick?| se puede ver como una
variante dinamica de una matriz de suma de prefijos. Soporta dos operaciones
en tiempo O(logn) en una matriz: procesar una consulta de suma de rango y
actualizar un valor.

La ventaja de un arbol indexado binario es que nos permite actualizar de
manera eficiente los valores de la matriz entre consultas de suma. Esto no
seria posible usando una matriz de suma de prefijos, porque después de cada
actualizacion, seria necesario construir la matriz de suma de prefijos completa
nuevamente en tiempo O(n).

2La estructura del arbol indexado binario fue presentada por P. M. Fenwick en 1994 [21].
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Estructura

Incluso si el nombre de la estructura es un drbol indexado binario, generalmente
se representa como una matriz. En esta seccién, asumimos que todas las matrices
tienen indice uno, porque facilita la implementacion.

Sea p(k) la mayor potencia de dos que divide 2. Almacenamos un arbol
indexado binario como una matriz tree tal que

tree[k] = sumy(k — p(k)+1,k),

es decir, cada posicion % contiene la suma de los valores en un rango de la matriz
original cuya longitud es p(k) y que termina en la posicién k. Por ejemplo, dado
que p(6) = 2, tree[6] contiene el valor de sumy(5,6).

Por ejemplo, considere la siguiente matriz:

1 2 3 4 5 6 7
1/3[4/8|6|1|4]2

El arbol indexado binario correspondiente es el siguiente:

1 2 3 4 5 6 7 8
1/4|4)16/6 |7 |4 |29

La siguiente imagen muestra mas claramente cémo cada valor en el arbol
indexado binario corresponde a un rango en la matriz original:

S

l l

8
29

\S]

4
16

(<2}

— | w

—| o | o
—>

— x|

N
K|

—| = | =

Usando un arbol indexado binario, cualquier valor de sum,(1,%) se puede
calcular en tiempo O(logn), porque un rango [1,%] siempre se puede dividir en
O(logn) rangos cuyas sumas estan almacenadas en el arbol.

Por ejemplo, el rango [1,7] consiste en los siguientes rangos:

S

\S]

4
16

6 7 8
4 29

;
Tw

N

N

—| = | =
— | w
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Por lo tanto, podemos calcular la suma correspondiente de la siguiente manera:
sumg(1,7) = sumg(1,4) + sumy(5,6) + sumy(7,7) = 16 + 7 +4 = 27

Para calcular el valor de sumg(a,b) donde a > 1, podemos usar el mismo truco
que usamos con las matrices de suma de prefijo:

sumg(a,b) = sumg(1,b) — sumy(1,a — 1).

Dado que podemos calcular tanto sumy(1,b) como sumy(1,a — 1) en tiempo O(logn),
la complejidad de tiempo total es O(logn).

Entonces, después de actualizar un valor en la matriz original, varios valores
en el arbol indexado binario deberian actualizarse. Por ejemplo, si el valor en la
posicion 3 cambia, las sumas de los siguientes rangos cambian:

\V]

4
16

5L

(<2}

—>
— x|

8
29

N~
3

— | = |~
— | w
— O | O

Dado que cada elemento de la matriz pertenece a O(logn) rangos en el arbol
indexado binario, es suficiente actualizar O(logn) valores en el arbol.

Implementacion

Las operaciones de un arbol indexado binario se pueden implementar eficien-
temente utilizando operaciones de bits. El hecho clave que se necesita es que
podemos calcular cualquier valor de p(k) utilizando la féormula

p(k)=k&—E.

La siguiente funcién calcula el valor de sumgy(1,k):

int sum(int k) {
int s = 0;
while (k >= 1) {
s += tree[k];
k -= k&-k;
}

return s;

3

La siguiente funcién incrementa el valor del arreglo en la posicion & por x (x
puede ser positivo o negativo):
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void add(int k, int x) {
while (k <= n) {
tree[k] += x;
k += k&-k;

La complejidad temporal de ambas funciones es O(logn), porque las funciones
acceden a O(logn) valores en el arbol indexado binario, y cada movimiento a la
siguiente posicién toma O(1) tiempo.

9.3 Arbol de segmentos

Un arbol de seg‘mentodﬂ es una estructura de datos que admite dos operaciones:
procesamiento de una consulta de rango y actualizacion de un valor del arreglo.
Los arboles de segmentos pueden admitir consultas de suma, consultas de minimo
y maximo y muchas otras consultas para que ambas operaciones funcionen en
O(logn) tiempo.

En comparacién con un arbol indexado binario, la ventaja de un arbol de
segmentos es que es una estructura de datos mas general. Mientras que los
arboles indexados binarios solo admiten consultas de suma’| los drboles de
segmentos también admiten otras consultas. Por otro lado, un arbol de segmentos
requiere mas memoria y es un poco mas dificil de implementar.

Estructura

Un arbol de segmentos es un arbol binario tal que los nodos en el nivel inferior
del arbol corresponden a los elementos del arreglo, y los otros nodos contienen
informacion necesaria para procesar consultas de rango.

En esta seccion, asumimos que el tamarfio del arreglo es una potencia de dos y
se utiliza un indice basado en cero, porque es conveniente construir un arbol de
segmentos para tal arreglo. Si el tamaiio del arreglo no es una potencia de dos,
siempre podemos agregar elementos adicionales a él.

Primero discutiremos los arboles de segmentos que admiten consultas de
suma. Como ejemplo, considere el siguiente arreglo:

El arbol de segmentos correspondiente es el siguiente:

3La implementacién ascendente en este capitulo corresponde a la de [62]. Estructuras similares
se usaron a finales de la década de 1970 para resolver problemas geométricos [9].

4De hecho, utilizando dos 4rboles indexados binarios es posible admitir consultas de minimo
[16], pero esto es mas complicado que usar un arbol de segmentos.
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Cada nodo interno del arbol corresponde a un rango del arreglo cuyo tamario
es una potencia de dos. En el arbol anterior, el valor de cada interno nodo es la
suma de los valores del arreglo correspondientes, y se puede calcular como la
suma de los valores de su nodo hijo izquierdo y derecho.

Resulta que cualquier rango [a, b] se puede dividir en O(logn) rangos cuyos
valores se almacenan en nodos del arbol. Por ejemplo, considere el rango [2,7]:

(e}
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w
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(91
(o]
]
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oo
(o))
w
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-3
(\V]
(o))

Aqui sumy(2,7)=6+3+2+7+2+6=26. En este caso, los dos siguientes nodos
del arbol corresponden al rango:

Por lo tanto, otra forma de calcular la suma es 9+ 17 = 26.

Cuando la suma se calcula usando nodos ubicados lo méas alto posible en el
arbol, como maximo dos nodos en cada nivel del arbol son necesarios. Por lo tanto,
el namero total de nodos es O(logn).

Después de una actualizacion de la matriz, deberiamos actualizar todos los
nodos cuyo valor depende del valor actualizado. Esto se puede hacer recorriendo
la ruta desde el elemento de la matriz actualizado hasta el nodo superior y
actualizando los nodos a lo largo de la ruta.

La siguiente imagen muestra qué nodos del arbol cambian si el valor de la
matriz 7 cambia:
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La ruta de abajo hacia arriba siempre consiste en O(logn) nodos, por lo que
cada actualizacion cambia O(logn) nodos en el arbol.

Implementacién

Almacenamos un arbol de segmentos como una matriz de 2n elementos donde n

es el tamarno de la matriz original y una potencia de dos. Los nodos del arbol se

almacenan de arriba hacia abajo: tree[1] es el nodo superior, tree[2] y tree[3] son

sus hijos, y asi sucesivamente. Finalmente, los valores de tree[n] a tree[2n — 1]

corresponden a los valores de la matriz original en el nivel inferior del arbol.
Por ejemplo, el arbol de segmentos

se almacena de la siguiente manera:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
39122117113, 9|19 (8 (5|86 |3|2|7|2]|6

Usando esta representacion, el padre de tree[k] es tree[|k/2]], y sus hijos son
tree[2k] y tree[2k + 1]. Tenga en cuenta que esto implica que la posicion de un
nodo es par si es un hijo izquierdo e impar si es un hijo derecho.

La siguiente funcién calcula el valor de sumy(a,b):

int sum(int a, int b) {
a+=n; b +=n;
int s = 0;
while (a <= b) {
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if (a%2 == 1) s += treel[at++];
if (b%2 == @) s += tree[b--1;
a/=2;b/=2;

}

return s;

3

La funcién mantiene un rango que es inicialmente [a + n,b + n]. Luego, en cada
paso, el rango se mueve un nivel mas alto en el arbol, y antes de eso, los valores
de los nodos que no pertenecen al rango superior se agregan a la suma.

La siguiente funciéon aumenta el valor de la matriz en la posicién % en x:

void add(int k, int x) {
k += n;
tree[k] += x;
for (k /= 2; k>=1; k /=2) {
tree[k] = tree[2xkJ+tree[2xk+1];

}

Primero, la funcién actualiza el valor en el nivel inferior del arbol. Después de
esto, la funcién actualiza los valores de todos los nodos internos del arbol, hasta
que llega al nodo superior del arbol.

Ambas funciones anteriores funcionan en O(logn) tiempo, porque un arbol de
segmentos de n elementos consta de O(logn) niveles, y las funciones se mueven
un nivel mas alto en el arbol en cada paso.

Otras consultas

Los arboles de segmentos pueden admitir todas las consultas de rango donde es
posible dividir un rango en dos partes, calcular la respuesta por separado para
ambas partes y luego combinar las respuestas de manera eficiente. Ejemplos de
tales consultas son minimo y maximo, maximo comun divisor, y operaciones bit a
bit y, o y xor.

Por ejemplo, el siguiente arbol de segmentos admite consultas minimas:

[5]slefsls]7]2]6]

En este caso, cada nodo de arbol contiene el valor mas pequefio en el correspondi-
ente rango de la matriz. El nodo superior del arbol contiene el mas pequeio valor
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en toda la matriz. Las operaciones se pueden implementar como anteriormente,
pero en lugar de sumas, se calculan los minimos.

La estructura de un arbol de segmentos también nos permite usar la busqueda
binaria para localizar elementos de la matriz. Por ejemplo, si el arbol admite
consultas minimas, podemos encontrar la posicion de un elemento con el valor
mas pequeno en O(logn) tiempo.

Por ejemplo, en el arbol anterior, un elemento con el valor mas pequetio 1 se
puede encontrar atravesando un camino hacia abajo desde el nodo superior:

9.4 Técnicas adicionales

Compresiéon de indice

Una limitacion en las estructuras de datos que se basan en una matriz es que
los elementos estan indexados usando enteros consecutivos. Surgen dificultades
cuando se necesitan indices grandes. Por ejemplo, si queremos usar el indice 107,
la matriz debe contener 10° elementos que requeririan demasiada memoria.

Sin embargo, a menudo podemos evitar esta limitaciéon usando compresion
de indice, donde los indices originales son reemplazados por indices 1,2,3,
etc. Esto se puede hacer si conocemos todos los indices necesitados durante el
algoritmo de antemano.

La idea es reemplazar cada indice original x con c(x) donde ¢ es una funcién
que comprime los indices. Requerimos que el orden de los indices no cambie, asi
que si a < b, entonces c(a) < ¢(b). Esto nos permite realizar consultas convenien-
temente incluso si los indices estan comprimidos.

Por ejemplo, si los indices originales son 555, 10° y 8, los nuevos indices son:

c(8) = 1
c(555) = 2
c(10°) = 3

Actualizaciones de rango

Hasta ahora, hemos implementado estructuras de datos que admiten consultas
de rango y actualizaciones de valores tnicos. Consideremos ahora una situacién
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opuesta, donde deberiamos actualizar rangos y recuperar valores tnicos. Nos
enfocamos en una operaciéon que aumenta todos los elementos en un rango [a,b]
por x.

Sorprendentemente, podemos usar las estructuras de datos presentadas en
este capitulo también en esta situacion. Para hacer esto, construimos una matriz
de diferencias cuyos valores indican las diferencias entre valores consecutivos
en la matriz original. Por lo tanto, la matriz original es la matriz de suma de
prefijo de la matriz de diferencias. Por ejemplo, considere la siguiente matriz:

2 3 4
3311|1522

La matriz de diferencias para la matriz anterior es la siguiente:

2 3 4 5 6
3/0(-2/0(0|4|-3]0

Por ejemplo, el valor 2 en la posiciéon 6 del array original corresponde a la
suma 3—2+4 -3 =2 en el array de diferencias.

La ventaja del array de diferencias es que podemos actualizar un rango en
el array original cambiando solo dos elementos en el array de diferencias. Por
ejemplo, si queremos aumentar los valores del array original entre las posiciones
1y 4 en 5, basta con aumentar el valor del array de diferencias en la posicion 1
en 5 y disminuir el valor en la posicién 5 en 5. El resultado es el siguiente:

2 3 4 5 6
3/5|-2,0/(0|-1/-3]0

Mas generalmente, para aumentar los valores en el rango [a,b] en x, au-
mentamos el valor en la posiciéon a en x y disminuimos el valor en la posicion
b+1 en x. Por lo tanto, solo es necesario actualizar valores tinicos y procesar
consultas de suma, por lo que podemos usar un arbol indexado binario o un arbol
de segmentos.

Un problema mas dificil es soportar ambos consultas de rango y actualiza-
ciones de rango. En el Capitulo 28 veremos que incluso esto es posible.
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Chapter 10

Manipulacion de bits

Todos los datos en los programas informaticos se almacenan internamente como
bits, es decir, como nimeros 0 y 1. Este capitulo analiza la representacion de
bits de los enteros y muestra ejemplos de como utilizar las operaciones de bits.
Resulta que hay muchos usos para la manipulacién de bits en la programacion
de algoritmos.

10.1 Representacion de bits

En programacion, un entero de n bits se almacena internamente como un nimero
binario que consta de n bits. Por ejemplo, el tipo de C++ int es un tipo de 32 bits,
lo que significa que cada nimero int consta de 32 bits.

Aqui esta la representacion de bits de el nimero int 43:

00000000000000000000000000101011

Los bits de la representacion estan indexados de derecha a izquierda. Para
convertir una representacion de bits by ---bob1bg en un nimero, podemos usar la
féormula
k 2 1 0
bp2® +...+b92°+b12" + bo2".

Por ejemplo,
1-22+1.28+1.21+1.20=43.

La representacion de bits de un nimero es con signo o sin signo. Por lo
general, se utiliza una representacion con signo, lo que significa que se pueden
representar tanto nimeros negativos como positivos. Una variable con signo de
n bits puede contener cualquier entero entre —2"1 y 27~1 —1. Por ejemplo, el
tipo int en C++ es un tipo con signo, por lo que una variable int puede contener
cualquier entero entre —23! y 231 —1.

El primer bit en una representacion con signo es el signo del namero (0 para
numeros no negativos y 1 para numeros negativos), y los n — 1 bits restantes
contienen la magnitud del nimero. Se utiliza el complemento a dos, lo que
significa que el nimero opuesto de un nimero se calcula primero invirtiendo
todos los bits del numero, y luego aumentando el nimero en uno.
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Por ejemplo, la representacion de bits de el ntimero int —43 es
11111111111111111111111111010101.

En una representacion sin signo, solo no negativos los nimeros se pueden
usar, pero el limite superior para los valores es mayor. Una variable sin signo de
n bits puede contener cualquier entero entre 0 y 2" — 1. Por ejemplo, en C++, una
variable unsigned int puede contener cualquier entero entre 0y 232 — 1.

Hay una conexion entre el representaciones: un numero con signo —x es igual
a un numero sin signo 2" —x. Por ejemplo, el siguiente c6digo muestra que el
ndmero con signo x = —43 es igual al sin signo ndmero y = 232 — 43:

int x = -43;

unsigned int y = x;

cout << x << "\n"; // -43

cout <<y << "\n"; // 4294967253

Si un numero es mayor que el limite superior de la representacion de bits, el
numero se desbordara. En una representacion con signo, el siguiente niimero
después de 2" 1 —1 es —2"!, y en una representacién sin signo, el siguiente
numero después de 2" —1 es 0. Por ejemplo, considera el siguiente cédigo:

int x = 2147483647
cout << x << "\n"; // 2147483647
X++;

’

cout << x << "\n"; // -2147483648

Inicialmente, el valor de x es 231 — 1. Este es el valor méas grande que se puede

almacenar en una variable int, por lo que el siguiente nimero después de 23! — 1
31
es —2°°.

10.2 Operaciones de bits

Operacion y

La operacion y x & y produce un nimero que tiene unos en las posiciones donde
ambos x e y tienen unos. Por ejemplo, 22 & 26 = 18, porque

10110 (22)
& 11010 (26)
= 10010 (18)

Usando la operacion y, podemos verificar si un nimero x es par porque x & 1
=0sixespar,yx & 1=1sixesimpar. De manera mas general, x es divisible
por 2% exactamente cuando x & (2% — 1) = 0.
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Operacién o

La operacién o x | y produce un nimero que tiene unos en las posiciones donde
al menos uno de x e y tienen unos. Por ejemplo, 22 | 26 = 30, porque

10110 (22)
| 11010 (26)
= 11110 (30)

Operacion xor

La operacién xor x * y produce un nimero que tiene unos en las posiciones donde
exactamente uno de x e y tienen unos. Por ejemplo, 22 N 26 = 12, porque

10110 (22)
A 11010 (26)
= 01100 (12)

Operacién no

La operacion no ~x produce un nimero donde todos los bits de x han sido
invertidos. La formula ~x = —x — 1 se cumple, por ejemplo, ~29 = —30.

El resultado de la operacion no a nivel de bits depende de la longitud de la
representacion de bits, porque la operacion invierte todos los bits. Por ejemplo, si
los nameros son de 32 bits nimeros int, el resultado es el siguiente:

29 00000000000000000000000000011101
-30 11111111111111111111111111100010

&
1

~X

Desplazamientos de bits

El desplazamiento de bits a la izquierda x << k agrega k bits cero al nimero, y el
desplazamiento de bits a la derecha x >> k elimina los %k dltimos bits del nimero.
Por ejemplo, 14 << 2 =56, porque 14 y 56 corresponden a 1110 y 111000. De
manera similar, 49 >> 3 = 6, porque 49 y 6 corresponden a 110001 y 110.

Tenga en cuenta que x << k corresponde a multiplicar x por 2*, y x >> k&
corresponde a dividir x por 2% redondeado hacia abajo a un entero.

Aplicaciones

Un ntmero de la forma 1 << % tiene un bit uno en la posicién % y todos los demas
bits son cero, por lo que podemos usar esos nimeros para acceder a bits tinicos de
numeros. En particular, el bit £-ésimo de un ntimero es uno exactamente cuando
x & (1 << k) no es cero. El siguiente c6digo imprime la representacion de bits de
un ndmero int x:
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for (int i = 31; i >=0; i--) {
if (x&(1<<i)) cout << "1";
else cout << "0";

b

También es posible modificar bits tinicos de nimeros usando ideas similares.
Por ejemplo, la formula x | (1 << k) establece el bit k-ésimo de x a uno, la férmula
x & ~(1 << k) establece el bit k-ésimo de x a cero, y la formula x N (1 << k)
invierte el bit £-ésimo de x.

La formula x & (x — 1) establece el ultimo bit uno de x a cero, y la formula x
& —x establece todos los bits uno a cero, excepto el dltimo bit uno. La férmula
x | (x—1) invierte todos los bits después del dltimo bit uno. También tenga en
cuenta que un numero positivo x es una potencia de dos exactamente cuando x &
(x—1)=0.

Funciones adicionales

El compilador g++ proporciona las siguientes funciones para contar bits:
® __builtin_clz(x): el nimero de ceros al principio del nimero
® __builtin_ctz(x): el nimero de ceros al final del nimero
® __builtin_popcount(x): el nimero de unos en el nimero

® __builtin_parity(x): la paridad (par o impar) del nimero de unos

Las funciones se pueden usar de la siguiente manera:

int x = 5328; // 00000000000000000001010011010000
cout << __builtin_clz(x) << "\n"; // 19

cout << __builtin_ctz(x) << "\n"; // 4

cout << __builtin_popcount(x) << "\n"; // 5

cout << __builtin_parity(x) << "\n"; // 1

Si bien las funciones anteriores solo admiten nimeros int, también hay
versiones long long de las funciones disponibles con el sufijo 11.

10.3 Representar conjuntos

Cada subconjunto de un conjunto {0,1,2,...,n — 1} se puede representar como un
entero de n bits cuyos bits uno indican qué elementos pertenecen al subconjunto.
Esta es una forma eficiente de representar conjuntos, porque cada elemento solo
requiere un bit de memoria, y las operaciones de conjunto se pueden implementar
como operaciones de bits.
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Por ejemplo, dado que int es un tipo de 32 bits, un nimero int puede repre-
sentar cualquier subconjunto del conjunto {0,1,2,...,31}. La representacion de
bits del conjunto {1,3,4,8} es

00000000000000000000000100011010,

que corresponde al nimero 28 + 2% + 23 + 21 = 282.

Implementaciéon de conjuntos

El siguiente cédigo declara un int variable x que puede contener un subconjunto
de {0,1,2,...,31}. Después de esto, el codigo agrega los elementos 1, 3,4y 8 al
conjunto e imprime el tamarno del conjunto.

int x = 0;

x |= (1<<1);

X |= (1<<3);

x |= (1<<4);

x |= (1<<8);

cout << __builtin_popcount(x) << "\n"; // 4

Luego, el siguiente c6digo imprime todos los elementos que pertenecen al con-
junto:

for (int i = @; 1 < 32; i++) {
if (x&(1<<i)) cout << i << " "}

3
// salida: 1 3 4 8

Operaciones de conjunto

Las operaciones de conjunto se pueden implementar de la siguiente manera como
operaciones de bits:

sintaxis de conjunto sintaxis de bits

interseccion anb a&b
uniéon aub alb
complemento a ~a
diferencia a\b a & (~b)

Por ejemplo, el siguiente cédigo primero construye los conjuntos x = {1, 3,4, 8}
e y=13,6,8,9}, y luego construye el conjunto z=xuUy=1{1,3,4,6,8,9}:

int x (1<) 1 (1<<3) | (1<<4) | (1<<8);
(1<<3) | (1<<6) | (1<<8) | (1<<9);
int z = x|y;

cout << __builtin_popcount(z) << "\n"; // 6

int y
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Iterar a través de subconjuntos

El siguiente cddigo recorre los subconjuntos de {0,1,...,n —1}:

for (int b = @; b < (1<<n); b++) {
// process subset b

b

El siguiente cidigo recorre los subconjuntos con exactamente £ elementos:

for (int b = 0; b < (1<<n); b++) {
if (__builtin_popcount(b) == k) {
// process subset b
}
}

El siguiente cédigo recorre los subconjuntos de un conjunto x:

int b = 0;
do {

// process subset b
T} while (b=(b-x)&x);

10.4 Optimizaciones de bits

Muchos algoritmos pueden ser optimizados usando operaciones de bits. Tales
optimizaciones no cambian la complejidad temporal del algoritmo, pero pueden
tener un gran impacto en el tiempo de ejecucion real del cédigo. En esta seccion
discutimos ejemplos de tales situaciones.

Distancias de Hamming

La distancia de Hamming hamming(a, b) entre dos cadenas a y b de igual longi-
tud es el nimero de posiciones en las que las cadenas difieren. Por ejemplo,

hamming(01101,11001) = 2.

Considere el siguiente problema: Dada una lista de n cadenas de bits, cada
una de longitud %, calcular la distancia de Hamming minima entre dos cadenas
en la lista. Por ejemplo, la respuesta para [00111,01101,11110] es 2, porque

® hamming(00111,01101)=2,
* hamming(00111,11110)=3,y
® hamming(01101,11110) =3.

Una forma sencilla de resolver el problema es recorrer todos los pares de
cadenas y calcular sus distancias de Hamming, lo que da un algoritmo de tiempo
O(n2k). La siguiente funcién se puede utilizar para calcular las distancias:
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int hamming(string a, string b) {
int d = 0;
for (int i = 0; i < k; i++) {
if (alil != b[i]) d++;
}

return d;

3

Sin embargo, si & es pequeiio, podemos optimizar el cédigo almacenando las
cadenas de bits como enteros y calculando las distancias de Hamming usando
operaciones de bits. En particular, si £ < 32, podemos simplemente almacenar las
cadenas como valores int y usar la siguiente funcion para calcular las distancias:

int hamming(int a, int b) {
return __builtin_popcount(a*b);

}

En la funcién anterior, la operacion xor construye una cadena de bits que tiene
unos en las posiciones en las que a y b difieren. Luego, el namero de bits se
calcula usando la funcién __builtin_popcount.

Para comparar las implementaciones, generamos una lista de 10000 cadenas
de bits aleatorias de longitud 30. Usando el primer enfoque, la busqueda tardé
13.5 segundos, y después de la optimizacion de bits, solo tardé 0.5 segundos. Por
lo tanto, el cédigo optimizado de bits fue casi 30 veces mas rapido que el codigo
original.

Contando subrejillas

Como otro ejemplo, considere el siguiente problema: Dada una rejilla n x n cuyas
casillas son negras (1) o blancas (0), calcular el namero de subrejillas cuyas
esquinas son negras. Por ejemplo, la rejilla

contiene dos subrejillas:

Hay un algoritmo de tiempo O(n?) para resolver el problema: recorrer todos
los O(n?) pares de filas y para cada par (a,b) calcular el nimero de columnas que
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contienen una casilla negra en ambas filas en O(n) tiempo. El siguiente codigo
asume que color[y][x] denota el color en la fila y y la columna x:

int count = 0;
for (int i = 0; i <n; i++) {
if (color[al[i] == 1 && color[b][i] == 1) count++;

Entonces, esas columnas representan count(count — 1)/2 subrejillas con esquinas
negras, porque podemos elegir dos de ellas para formar una subrejilla. Para
optimizar este algoritmo, dividimos la cuadricula en bloques de columnas de
manera que cada bloque consista en N columnas consecutivas. Luego, cada fila
se almacena como una lista de nimeros de N bits que describen los colores de
los cuadrados. Ahora podemos procesar N columnas al mismo tiempo usando
operaciones bit a bit. En el siguiente cédigo, color[y][%] representa un bloque de
N colores como bits.

int count = 0;
for (int 1 = 0; i <= n/N; i++) {
count += __builtin_popcount(color[all[iJ&color[b][i]);

3

El algoritmo resultante funciona en O(n3/N) tiempo.

Generamos una cuadricula aleatoria de tamarfio 2500 x 2500 y comparamos la
implementacion original y la optimizada con bits. Mientras que el cédigo original
tardé 29.6 segundos, la version optimizada con bits solo tardé 3.1 segundos con
N =32 (int numbers) y 1.7 segundos con N =64 (long long numbers).

10.5 Programacion dinamica

Las operaciones bit a bit proporcionan una forma eficiente y conveniente de
implementar algoritmos de programacion dindmica cuyos estados contienen
subconjuntos de elementos, porque estos estados se pueden almacenar como
enteros. A continuacién, discutimos ejemplos de cémo combinar operaciones bit a
bit y programacion dinamica.

Seleccién 6ptima

Como primer ejemplo, considere el siguiente problema: Se nos dan los precios de
k productos durante n dias, y queremos comprar cada producto exactamente una
vez. Sin embargo, solo podemos comprar como maximo un producto en un dia.
;Cual es el precio total minimo? Por ejemplo, considere el siguiente escenario
(k=3yn=28):
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01 2 3 4 5 6 7
producto 0 6(9/5|2(8|9|1]|6
producto 1 8(2|6|2|7|5|7]|2
producto 2 5/3/9|7|3|5|1]|4

En este escenario, el precio total minimo es 5:

01 2 3 4 5 6 7
producto 0 6(9/5|2(8|9|1/|6
producto 1 81262 |7|5|7]|2
producto 2 5139|7351 |4

Sea price[x][d] el precio del producto x en el dia d. Por ejemplo, en el esce-
nario anterior price[2][3] = 7. Luego, sea total(S,d) el precio total minimo para
comprar un subconjunto S de productos hasta el dia d. Usando esta funcién, la
solucion al problema es total({0...2—1},n—1).

Primero, total(@,d) = 0, porque no cuesta nada comprar un conjunto vacio,
y total({x},0) = price[x][0], porque hay una forma de comprar un producto el
primer dia. Luego, se puede usar la siguiente recurrencia:

total(S,d) = min(total(S,d — 1),
migl(total(S \x,d —1)+pricelx][d]))
XE

Esto significa que no compramos ningin producto el dia d o compramos un
producto x que pertenece a S. En el dltimo caso, eliminamos x de S y agregamos
el precio de x al precio total.

El siguiente paso es calcular los valores de la funcién usando programaciéon
dinamica. Para almacenar los valores de la funcién, declaramos una matriz

int total[1<<K][NI;

donde K y N son constantes lo suficientemente grandes. La primera dimensién
de la matriz corresponde a una bit representacion de un subconjunto.
Primero, los casos donde d = 0 se pueden procesar de la siguiente manera:

for (int x = @; x < k; x++) {
total[1<<x][@] = price[x][0];
}

Luego, la recurrencia se traduce en el siguiente codigo:

for (int d = 1; d < n; d++) {
for (int s = @0; s < (I1<<k); s++) {
total[s][d] = totall[s][d-11;
for (int x = 0; x < k; x++) {
if (s&(1<<x)) {
total[s][d] = min(totalls][d],
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total[s*(1<<x)][d-1]+price[x]1[d]);

b

La complejidad temporal del algoritmo es O(n2*k).

De permutaciones a subconjuntos

Usando la programacion dinamica, a menudo es posible cambiar una iteracion
sobre permutaciones a una iteracion sobre subconjuntoﬂ El beneficio de esto
es que n!, el numero de permutaciones, es mucho mayor que 2", el nimero de
subconjuntos. Por ejemplo, si n = 20, entonces n! =~ 2.4-108 y 27 =~ 108. Por lo
tanto, para ciertos valores de n, podemos recorrer los subconjuntos de manera
eficiente, pero no las permutaciones.

Como ejemplo, considere el siguiente problema: Hay un ascensor con peso
maximo x, y n personas con pesos conocidos que quieren ir desde la planta baja
hasta la planta superior. ;Cudl es el nimero minimo de viajes necesarios si las
personas entran al ascensor en un orden 6ptimo?

Por ejemplo, suponga que x =10, n =5 y los pesos son los siguientes:

persona peso
2

B~ W N -=O

3
3
5
6

En este caso, el nimero minimo de viajes es 2. Un orden 6ptimo es {0,2,3,1,4},
que divide a las personas en dos viajes: primero {0,2,3} (peso total 10), y luego
{1,4} (peso total 9).

El problema se puede resolver facilmente en tiempo O(n!n) probando todas
las permutaciones posibles de n personas. Sin embargo, podemos usar la pro-
gramacion dindmica para obtener un algoritmo mas eficiente de tiempo O(2"n).
La idea es calcular para cada subconjunto de personas dos valores: el nimero
minimo de viajes necesarios y el peso minimo de las personas que viajan en el
altimo grupo.

Sea weight[p] el peso de la persona p. Definimos dos funciones: rides(S) es el
numero minimo de viajes para un subconjunto S, y 1last(S) es el peso minimo del
ultimo viaje. Por ejemplo, en el escenario anterior

rides({1,3,4})=2 y 1last({1,3,4}) =5,

porque los viajes 6ptimos son {1,4} y {3}, y el segundo viaje tiene un peso de 5.
Por supuesto, nuestro objetivo final es calcular el valor de rides({0...n — 1}).

IEsta técnica fue introducida en 1962 por M. Held y R. M. Karp [34].
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Podemos calcular los valores de las funciones recursivamente y luego aplicar
la programacion dinamica. La idea es recorrer todas las personas que pertenecen
a S y elegir de manera 6ptima a la ultima persona p que ingresa al ascensor.
Cada una de estas elecciones produce un subproblema para un subconjunto mas
pequeiio de personas. Si last(S \ p) +weight[p] < x, podemos agregar p al ultimo
viaje. De lo contrario, tenemos que reservar un nuevo viaje que inicialmente solo
contiene p.

Para implementar la programacién dinamica, declaramos un array

pair<int,int> best[1<<N];

que contiene para cada subconjunto S un par (rides(S),1last(S)). Establecemos el
valor para un grupo vacio de la siguiente manera:

best[0] = {1,03};

Luego, podemos rellenar el array de la siguiente manera:

for (int s = 1; s < (1<<n); s++) {
// valor inicial: se necesitan n+1 viajes
best[s] = {n+1,0};
for (int p = @; p < n; ptt+t) {
if (s&(1<<p)) {
auto option = best[s*(1<<p)1;
if (option.second+weight[p] <= x) {
// agregar p a un viaje existente
option.second += weight[p];
} else {
// reservar un nuevo viaje para p
option.first++;
option.second = weight[p];
3
best[s] = min(best[s], option);

}

Tenga en cuenta que el bucle anterior garantiza que para dos subconjuntos S; y
So tales que S1 < Sg, procesamos S antes que Sg. Por lo tanto, los valores de la
programacioén dinamica se calculan en el orden correcto.

Contar subconjuntos

Nuestro ultimo problema en este capitulo es el siguiente: Sea X ={0...n —1},
y a cada subconjunto S c X se le asigna un entero value[S]. Nuestra tarea es

calcular para cada S

sum(S) = Z valuelA],
AcS

es decir, la suma de los valores de los subconjuntos de S.
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Por ejemplo, suponga que n = 3 y los valores son los siguientes:

* value[@]=3 * value[{2}]=5

* value[{0}]=1 * value[{0,2}]=1

* value[{1}]]=4 * value[{1,2}]=3

e value[{0,1}]=5 e value[{0,1,2}1=3

En este caso, por ejemplo,

sum({0,2}) = value[@] + value[{0}] + value[{2}] + value[{O, 2}]
=3+1+5+1=10.

Debido a que hay un total de 2" subconjuntos, una posible solucion es recorrer
todos los pares de subconjuntos en tiempo O(227). Sin embargo, usando la progra-
macién dinamica, nosotros podemos resolver el problema en tiempo O(2"n). La
idea es concentrarse en las sumas donde los elementos que se pueden eliminar de
S estan restringidos. Sea partial(S,%) la suma de los valores de los subconjuntos
de S con la restriccion de que solo los elementos 0...% pueden ser eliminados de
S. Por ejemplo,

partial({0,2},1) = value[{2}] + value[{0,2}],

porque solo podemos eliminar los elementos 0...1. Podemos calcular los valores
de sum usando los valores de partial, porque

sum(S) = partial(S,n —1).
Los casos base para la funcién son
partial(S,—1) = valuel[S],

porque en este caso no se pueden eliminar elementos de S. Entonces, en el caso
general podemos usar la siguiente recurrencia:

partial(S,k—1) k¢S

partial(S,k)= {
partial(S,k —1)+partial(S\{k},k—-1) k€S
Aqui nos centramos en el elemento k. Si k € S, tenemos dos opciones: podemos
mantener £ en S o eliminarlo de S.
Hay una forma particularmente inteligente de implementar el céalculo de
sumas. Podemos declarar una matriz

int sum[1<<N];

que contendra la suma de cada subconjunto. La matriz se inicializa de la siguiente
manera:
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for (int s = 0; s < (1<<n); s++) {
sum[s] = valuel[s];

}

Luego, podemos llenar la matriz de la siguiente manera:

for (int k = 0; k < n; k++t) {
for (int s = @; s < (1<<n); s++) {
if (s&(1<<k)) sum[s] += sum[s*(1<<k)];

3

Este cédigo calcula los valores de partial(S,k) para 2 =0...n—1 en la matriz sum.
Dado que partial(S,k) siempre se basa en partial(S,k — 1), podemos reutilizar
la matriz sum, lo que produce una implementaciéon muy eficiente.
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Part 11

Algoritmos graficos
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Chapter 11

Conceptos basicos de grafos

Muchos problemas de programacion pueden resolverse modelando el problema
como un problema de grafo y utilizando un algoritmo de grafo apropiado. Un
ejemplo tipico de un grafo es una red de carreteras y ciudades en un pais. A veces,
sin embargo, el grafo esta oculto en el problema y puede ser dificil detectarlo.

Esta parte del libro discute los algoritmos de grafos, especialmente centran-
dose en temas que son importantes en la programacién competitiva. En este
capitulo, revisaremos conceptos relacionados con los grafos, y estudiaremos difer-
entes formas de representar grafos en algoritmos.

11.1 Terminologia de grafos

Un grafo consiste en nodos y aristas. En este libro, la variable n denota el
numero de nodos en un grafo, y la variable m denota el nimero de aristas. Los
nodos estan numerados utilizando enteros 1,2,...,n.

Por ejemplo, el siguiente grafo consta de 5 nodos y 7 aristas:

Un camino va del nodo ¢ al nodo b a través de aristas del grafo. La longitud
de un camino es el nimero de aristas en él. Por ejemplo, el grafo anterior contiene
un camino 1 — 3 — 4 — 5 de longitud 3 desde el nodo 1 hasta el nodo 5:

Un camino es un ciclo si el primer y dltimo nodo es el mismo. Por ejemplo, el
grafo anterior contiene un ciclo 1 - 3 — 4 — 1. Un camino es simple si cada nodo
aparece como maximo una vez en el camino.
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Conectividad

Un grafo es conectado si hay un camino entre dos nodos cualesquiera. Por
ejemplo, el siguiente grafo esta conectado:

El siguiente grafo no esta conectado, porque no es posible llegar desde el nodo

4 a ningun otro nodo:

Las partes conectadas de un grafo son llamadas sus componentes. Por
ejemplo, el siguiente grafo contiene tres componentes: {1, 2, 3}, {4, 5,6, 7} y {8}.

Un arbol es un grafico conectado que consta de n nodos y n —1 aristas. Existe
una ruta unica entre dos nodos cualesquiera de un arbol. Por ejemplo, el siguiente

grafico es un arbol:

Direcciones de las aristas

Un grafico es dirigido si las aristas se pueden recorrer en una sola direccion.
Por ejemplo, el siguiente grafico esta dirigido:

N>

El grafico anterior contiene una ruta 3 — 1 — 2 — 5 desde el nodo 3 hasta el
nodo 5, pero no hay una ruta desde el nodo 5 hasta el nodo 3.
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Pesos de las aristas

En un grafico ponderado, cada arista se asigna un peso. Los pesos a menudo
se interpretan como longitudes de las aristas. Por ejemplo, el siguiente grafico
esta ponderado:

@ O
! (5)
O (4] 3

La longitud de una ruta en un grafico ponderado es la suma de los pesos de
las aristas en la ruta. Por ejemplo, en el grafico anterior, la longitud de la ruta
1—-2—-5es 12 ylalongitud de laruta 1 -3 — 4 — 5 es 11. La ultima ruta es la
ruta mas corta desde el nodo 1 hasta el nodo 5.

Vecinos y grados

Dos nodos son vecinos o adyacentes si hay una arista entre ellos. El grado
de un nodo es el nimero de sus vecinos. Por ejemplo, en el siguiente grafico, los
vecinos del nodo 2 son 1, 4 y 5, por lo que su grado es 3.

La suma de grados en un grafico es siempre 2m, donde m es el niumero de
aristas, porque cada arista aumenta el grado de exactamente dos nodos en uno.
Por esta razon, la suma de grados es siempre par.

Un grafico es regular si el grado de cada nodo es una constante d. Un grafico
es completo si el grado de cada nodo es n — 1, es decir, el grafico contiene todas
las aristas posibles entre los nodos.

En un grafico dirigido, el grado de entrada de un nodo es el nimero de
aristas que terminan en el nodo, y el grado de salida de un nodo es el nimero
de aristas que comienzan en el nodo. Por ejemplo, en el siguiente grafico, el grado
de entrada del nodo 2 es 2, y el grado de salida del nodo 2 es 1.

N
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Coloraciones

En una coloracion de un grafo, cada nodo se asigna un color de modo que ningin
nodo adyacente tenga el mismo color.

Un grafo es bipartito si es posible colorearlo utilizando dos colores. Resulta
que un grafo es bipartito exactamente cuando no contiene un ciclo con un nimero
impar de aristas. Por ejemplo, el grafo

es bipartito, porque puede colorearse de la siguiente manera:

© 2
@ &) ®
2)

Sin embargo, el grafo

no es bipartito, porque no es posible colorear el siguiente ciclo de tres nodos
usando dos colores:

Simplicidad

Un grafo es simple si ninguna arista comienza y termina en el mismo nodo, y no
hay maultiples aristas entre dos nodos. A menudo asumimos que los grafos son
simples. Por ejemplo, el siguiente grafo no es simple:
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11.2 Representacion de grafos

Hay varias formas de representar grafos en algoritmos. La elecciéon de una
estructura de datos depende del tamaino del grafo y de la forma en que el algoritmo
lo procesa. A continuacién, veremos tres representaciones comunes.

Representacién de lista de adyacencia

En la representacion de lista de adyacencia, cada nodo x en el grafo se asigna una
lista de adyacencia que consiste en los nodos a los que hay una arista desde x.
Las listas de adyacencia son las mas populares formas de representar grafos, y la
mayoria de los algoritmos se pueden implementar de manera eficiente utilizando
ellos.

Una forma conveniente de almacenar las listas de adyacencia es declarar una
matriz de vectores de la siguiente manera:

vector<int> adj[NJ];

La constante N se elige de modo que todas las listas de adyacencia se puedan
almacenar. Por ejemplo, el grafo

se puede almacenar de la siguiente manera:

adj[1].push_back(2);
adj[2].push_back(3);
adj[2].push_back(4);
adj[3].push_back(4);
adj[4].push_back(1);

Si el grafico no esta dirigido, se puede almacenar de manera similar, pero
cada borde se agrega en ambas direcciones.

Para un grafico ponderado, la estructura se puede ampliar de la siguiente
manera:

vector<pair<int,int>> adj[N];

En este caso, la lista de adyacencia del nodo a contiene el par (b,w) siempre
que haya un borde del nodo a al nodo b con peso w. Por ejemplo, el grafico
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se puede almacenar de la siguiente manera:

adj[1].push_back({2,53});
adj[2].push_back({3,73});
adj[2].push_back({4,6});
adj[3].push_back({4,5});
adj[4].push_back({1,2});

La ventaja de usar listas de adyacencia es que podemos encontrar de manera
eficiente los nodos a los que podemos movernos desde un nodo dado a través de un
borde. Por ejemplo, el siguiente bucle recorre todos los nodos a los que podemos
movernos desde el nodo s:

for (auto u : adj[s]) {
// procesar nodo u

Representacién de matriz de adyacencia

Una matriz de adyacencia es una matriz bidimensional que indica qué bordes
contiene el grafico. Podemos verificar de manera eficiente desde una matriz de
adyacencia si hay un borde entre dos nodos. La matriz se puede almacenar como
una matriz

int adj[N][NJ;

donde cada valor adjla][6] indica si el grafico contiene un borde de nodo a a nodo
b. Si el borde esta incluido en el grafico, entonces adjlallb]=1, y de lo contrario
adjlallb] = 0. Por ejemplo, el grafico

se puede representar de la siguiente manera:
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Si el grafico esta ponderado, la representacion de la matriz de adyacencia se
puede ampliar para que la matriz contenga el peso del borde si el borde existe.
Usando esta representacion, el grafico

corresponde a la siguiente matriz:

N oo |O |-
S| O | O || N
(= - E=EE"Y
S| OO | O |

1
2
3
4

El inconveniente de la representacion de la matriz de adyacencia es que la
matriz contiene n? elementos, y por lo general la mayoria de ellos son cero. Por
esta razon, la representacion no se puede utilizar si el grafico es grande.

Representaciéon de la lista de aristas

Una lista de aristas contiene todas las aristas de un grafico en algiin orden.
Esta es una forma conveniente de representar un grafico si el algoritmo procesa
todas las aristas del grafico y no es necesario encontrar aristas que comiencen en
un nodo dado.

La lista de aristas se puede almacenar en un vector

vector<pair<int,int>> edges;

donde cada par (a, b) denota que hay una arista del nodo a al nodo b. Por lo tanto,

el grafico
() —
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se puede representar de la siguiente manera:

edges.push_back({1,2});
edges.push_back({2,3});
edges.push_back({2,4});
edges.push_back({3,4});
edges.push_back({4,1});

Si el grafico esta ponderado, la estructura puede extenderse de la siguiente
manera:

vector<tuple<int,int,int>> edges;

Cada elemento de esta lista es de la forma (a,b,w), lo que significa que hay una
arista del nodo a al nodo b con peso w. Por ejemplo, el grafico

5 7

se puede representar de la siguiente maneraﬂ

edges.push_back({1,2,5});
edges.push_back({2,3,7});
edges.push_back({2,4,6});
edges.push_back({3,4,5});
edges.push_back({4,1,2});

IEn algunos compiladores antiguos, la funcién make_tuple debe utilizarse en lugar de las llaves
(por ejemplo, make_tuple(1,2,5) en lugar de {1,2,5}).
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Chapter 12

Recorrido de grafos

Este capitulo discute dos algoritmos de grafos fundamentales: busqueda en
profundidad y bisqueda en amplitud. Ambos algoritmos se dan un nodo de inicio
en el grafico, y visitan todos los nodos que se pueden alcanzar desde el nodo de
inicio. La diferencia en los algoritmos es el orden en el que visitan los nodos.

12.1 Busqueda en profundidad

Busqueda en profundidad (DFS) es una técnica de recorrido de grafos sencilla.
El algoritmo comienza en un nodo de inicio, y procede a todos los demas nodos
que son alcanzables desde el nodo de inicio usando los bordes del grafo.

La busqueda en profundidad siempre sigue un solo camino en el grafo mien-
tras encuentre nuevos nodos. Después de esto, regresa a los nodos anteriores y
comienza a explorar otras partes del grafo. El algoritmo lleva un registro de los
nodos visitados, para que procese cada nodo solo una vez.

Ejemplo

Consideremos cémo la busqueda en profundidad procesa el siguiente grafico:

Podemos comenzar la busqueda en cualquier nodo del grafico; ahora comenzare-
mos la bisqueda en el nodo 1.
La busqueda primero procede al nodo 2:
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Después de esto, se visitaran los nodos 3 y 5:

Los vecinos del nodo 5 son 2 y 3, pero la bisqueda ya ha visitado ambos, por lo
que es hora de volver a los nodos anteriores. También los vecinos de los nodos 3 y
2 han sido visitados, por lo que luego nos movemos desde el nodo 1 al nodo 4:

Después de esto, la busqueda termina porque ha visitado todos los nodos.

La complejidad temporal de la busqueda en profundidad es O(n + m) donde n
es el numero de nodos y m es el nimero de bordes, porque el algoritmo procesa
cada nodo y borde una vez.

Implementacién

La busqueda en profundidad se puede implementar convenientemente utilizando
recursiéon. La siguiente funcién dfs comienza una busqueda en profundidad en
un nodo dado. La funcién asume que el grafico esta almacenado como listas de
adyacencia en una matriz

vector<int> adj[NI];

y también mantiene una matriz

bool visited[N];

que lleva un registro de los nodos visitados. Inicialmente, cada valor de la matriz
es false, y cuando la bisqueda llega al nodo s, el valor de visited[s] se convierte
en true. La funciéon se puede implementar de la siguiente manera:

void dfs(int s) {
if (visited[s]) return;
visited[s] = true;
// procesar nodo s
for (auto u: adj[s]) {
dfs(u);
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12.2 Busqueda en amplitud

Busqueda en amplitud (BFS) visita los nodos en orden creciente de su distancia
desde el nodo de inicio. Por lo tanto, podemos calcular la distancia desde el nodo
de inicio a todos los demas nodos utilizando la busqueda en amplitud. Sin
embargo, la busqueda en amplitud es mas dificil de implementar que la bisqueda
en profundidad.

La busqueda en amplitud recorre los nodos un nivel después de otro. Primero,
la busqueda explora los nodos cuyo distancia del nodo de inicio es 1, luego los
nodos cuya distancia es 2, y asi sucesivamente. Este proceso continda hasta que
todos los nodos han sido visitados.

Ejemplo

Consideremos como la biisqueda en amplitud procesa el siguiente grafico:

1 (2) 3

Supongamos que la bisqueda comienza en el nodo 1. Primero, procesamos todos
los nodos que se pueden alcanzar desde el nodo 1 usando un solo borde:

1 »2) 3

Después de esto, procedemos a los nodos 3 y 5:

1 (2) (3

Finalmente, visitamos el nodo 6:

)

1
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Ahora hemos calculado las distancias desde el nodo de inicio a todos los nodos del
grafico. Las distancias son las siguientes:

nodo distancia
0

S T W IN
W N = N =

Al igual que en la bisqueda en profundidad, la complejidad temporal de la
busqueda en amplitud es O(n + m), donde n es el nimero de nodos y m es el
numero de aristas.

Implementacién

La busqueda en amplitud es mas dificil de implementar que la busqueda en
profundidad, porque el algoritmo visita nodos en diferentes partes del grafico.
Una implementacion tipica se basa en una cola que contiene nodos. En cada paso,
el siguiente nodo en la cola sera procesado.

El siguiente codigo asume que el grafico se almacena como listas de adyacencia
y mantiene las siguientes estructuras de datos:

queue<int> q;
bool visited[N];
int distance[N];

La cola q contiene nodos a procesar en orden creciente de su distancia. Los
nuevos nodos siempre se agregan al final de la cola, y el nodo al principio de
la cola es el siguiente nodo a procesar. La matriz visited indica qué nodos la
busqueda ya ha visitado, y la matriz distance contendra la distancias desde el
nodo de inicio a todos los nodos del grafico. La busqueda se puede implementar
de la siguiente manera, comenzando en el nodo x:

visited[x] = true;
distance[x] = 0;
q.push(x);
while (!q.empty()) {
int s = gq.front(); q.pop();
// process node s
for (auto u : adjls]) {
if (visited[ul]) continue;
visited[u] = true;
distancel[u] = distance[s]+1;
q.push(u);
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12.3 Aplicaciones

Usando los algoritmos de recorrido de grafos, podemos verificar muchas propiedades
de los grafos. Por lo general, tanto la bisqueda en profundidad como la bisqueda
en anchura se pueden utilizar, pero en la practica, la busqueda en profundidad
es una mejor opcion, porque es mas facil de implementar. En las siguientes
aplicaciones asumiremos que el grafo no esta dirigido.

Verificaciéon de conectividad

Un grafo esta conectado si hay un camino entre dos nodos cualesquiera del grafo.
Por lo tanto, podemos verificar si un grafo esta conectado comenzando en un nodo
arbitrario y averiguando si podemos llegar a todos los demas nodos.

Por ejemplo, en el grafo

> |

una busqueda en profundidad desde el nodo 1 visita los siguientes nodos:

> |

Como la busqueda no visité todos los nodos, podemos concluir que el grafo
no esta conectado. De manera similar, también podemos encontrar todos los
componentes conectados de un grafo iterando a través de los nodos y siempre
comenzando una nueva busqueda en profundidad si el nodo actual no pertenece
a ningun componente todavia.

Encontrar ciclos

Un grafo contiene un ciclo si durante un recorrido del grafo, encontramos un nodo
cuyo vecino (diferente del nodo anterior en la ruta actual) ya ha sido visitado. Por

ejemplo, el grafo
(1 (2)
3)
(& (5)
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contiene dos ciclos y podemos encontrar uno de ellos de la siguiente manera:

Después de movernos del nodo 2 al nodo 5, notamos que el vecino 3 del nodo 5 ya
ha sido visitado. Por lo tanto, el grafo contiene un ciclo que pasa por el nodo 3,
por ejemplo, 3 -2 — 5 — 3.

Otra forma de averiguar si un grafo contiene un ciclo es simplemente calcular
el nimero de nodos y aristas en cada componente. Si un componente contiene ¢
nodos y no ciclo, debe contener exactamente ¢ — 1 aristas (por lo que tiene que ser
un arbol). Si hay ¢ o mas aristas, el componente seguramente contiene un ciclo.

Verificacion de biparticién

Un grafo es bipartito si sus nodos se pueden colorear usando dos colores de modo
que no haya nodos adyacentes con el mismo color. Es sorprendentemente facil
comprobar si un grafo es bipartito utilizando algoritmos de recorrido del grafo.

La idea es colorear el nodo inicial de azul, todos sus vecinos de rojo, todos
sus vecinos de azul, y asi sucesivamente. Si en algin momento de la busqueda
notamos que dos nodos adyacentes tienen el mismo color, esto significa que el
grafo no es bipartito. De lo contrario, el grafo es bipartito y se ha encontrado una
coloracion.

Por ejemplo, el grafico

no es bipartito, porque una busqueda desde el nodo 1 procede de la siguiente

manera:

Observamos que el color de ambos nodos 2 y 5 es rojo, mientras que son nodos
adyacentes en el grafico. Por lo tanto, el grafico no es bipartito.

Este algoritmo siempre funciona, porque cuando hay solo dos colores disponibles,
el color del nodo de inicio en un componente determina los colores de todos los
demas nodos en el componente. No importa si el nodo de inicio es rojo o azul.
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Tenga en cuenta que en el caso general, es dificil averiguar si los nodos en un
grafico se pueden colorear usando £ colores de modo que ningin nodo adyacente
tenga el mismo color. Incluso cuando £ = 3, no se conoce ningun algoritmo
eficiente pero el problema es NP-dificil.
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Chapter 13

Caminos mas cortos

Encontrar un camino mas corto entre dos nodos de un grafo es un problema
importante que tiene muchas aplicaciones practicas. Por ejemplo, un problema
natural relacionado con una red de carreteras es calcular la longitud mas corta
posible de una ruta entre dos ciudades, dadas las longitudes de las carreteras.

En un grafo no ponderado, la longitud de un camino es igual al nimero
de sus aristas, y podemos simplemente usar la bisqueda en amplitud para
encontrar un camino mas corto. Sin embargo, en este capitulo nos centramos en
grafos ponderados donde se necesitan algoritmos mas sofisticados para encontrar
caminos mas cortos.

13.1 Algoritmo de Bellman-Ford

El algoritmo de Bellman—FordE] encuentra caminos mas cortos desde un nodo
de inicio hasta todos los nodos del grafo. El algoritmo puede procesar todo tipo
de grafos, siempre que el grafo no contenga un ciclo con longitud negativa. Si el
grafo contiene un ciclo negativo, el algoritmo puede detectarlo.

El algoritmo realiza un seguimiento de las distancias desde el nodo de inicio
hasta todos los nodos del grafo. Inicialmente, la distancia al nodo de inicio es 0 y
la distancia a todos los demas nodos es infinita. El algoritmo reduce las distancias
encontrando aristas que acortan los caminos hasta que ya no es posible reducir
ninguna distancia.

Ejemplo

Consideremos como funciona el algoritmo de Bellman—Ford en el siguiente grafo:

1E] algoritmo lleva el nombre de R. E. Bellman y L. R. Ford quienes lo publicaron independien-
temente en 1958 y 1956, respectivamente [5] [24].
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A cada nodo del grafo se le asigna una distancia. Inicialmente, la distancia al
nodo de inicio es 0, y la distancia a todos los demas nodos es infinita.

El algoritmo busca aristas que reduzcan distancias. Primero, todas las aristas
desde el nodo 1 reducen distancias:

e}
(o)}
(91}

3()

w
—
]

Después de esto, las aristas 2 — 5y 3 — 4 reducen distancias:

0 5 5

Después de esto, ninguna arista puede reducir ninguna distancia. Esto
significa que las distancias son finales, y hemos calculado exitosamente las
distancias mas cortas desde el nodo inicial a todos los nodos del grafo.

Por ejemplo, la distancia mas corta 3 desde el nodo 1 al nodo 5 corresponde a
la siguiente ruta:
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Implementacién

La siguiente implementacion del algoritmo de Bellman—Ford determina las dis-
tancias mas cortas desde un nodo x a todos los nodos del grafo. El c6digo asume
que el grafo esta almacenado como una lista de aristas edges que consiste en
tuplas de la forma (a,b,w), lo que significa que hay una arista desde el nodo a al
nodo b con peso w.

El algoritmo consta de n —1 rondas, y en cada ronda el algoritmo recorre todas
las aristas del grafo e intenta reducir las distancias. El algoritmo construye una
matriz distance que contendra las distancias desde x a todos los nodos del grafo.
La constante INF denota una distancia infinita.

for (int i = 1; i <= n; i++) distance[i] = INF;
distance[x] = 0;
for (int i =1; i <=n-1; i++) {

for (auto e : edges) {
int a, b, w;
tie(a, b, w) = e;
distance[b] = min(distance[b], distancel[a]+w);

La complejidad temporal del algoritmo es O(nm), porque el algoritmo consta
de n — 1 rondas y itera a través de todas las m aristas durante una ronda. Si no
hay ciclos negativos en el grafo, todas las distancias son finales después de n —1
rondas, porque cada ruta mas corta puede contener como maximo n — 1 aristas.

En la practica, las distancias finales generalmente se pueden encontrar mas
rapido que en n — 1 rondas. Por lo tanto, una forma posible de hacer que el
algoritmo sea mas eficiente es detener el algoritmo si ninguna distancia se puede
reducir durante una ronda.

Ciclos negativos

El algoritmo de Bellman—Ford también se puede usar para comprobar si el grafo
contiene un ciclo con longitud negativa. Por ejemplo, el grafo
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contiene un ciclo negativo 2 — 3 — 4 — 2 con longitud —4.

Si el grafo contiene un ciclo negativo, podemos acortar infinitamente muchas
veces cualquier camino que contenga el ciclo repitiendo el ciclo una y otra vez.
Por lo tanto, el concepto de camino mas corto no tiene sentido en esta situacion.

Un ciclo negativo se puede detectar utilizando el algoritmo de Bellman—Ford
mediante la ejecucion del algoritmo durante n rondas. Si la dltima ronda reduce
cualquier distancia, el grafo contiene un ciclo negativo. Tenga en cuenta que
este algoritmo se puede usar para buscar un ciclo negativo en todo el grafo
independientemente del nodo de inicio.

Algoritmo SPFA

El algoritmo SPFA ("Shortest Path Faster Algorithm”) [20] es una variante
del algoritmo de Bellman—Ford, que a menudo es mas eficiente que el algoritmo
original. El algoritmo SPFA no recorre todos los bordes en cada ronda, sino que,
en cambio, elige los bordes que se examinaran de una manera mas inteligente.

El algoritmo mantiene una cola de nodos que podrian usarse para reducir las
distancias. Primero, el algoritmo agrega el nodo de inicio x a la cola. Luego, el
algoritmo siempre procesa el primer nodo en la cola, y cuando un borde a — b
reduce una distancia, el nodo b se agrega a la cola.

La eficiencia del algoritmo SPFA depende de la estructura del grafo: el
algoritmo suele ser eficiente, pero su complejidad temporal en el peor de los casos
sigue siendo O(nm) y es posible crear entradas que hagan que el algoritmo sea
tan lento como el algoritmo original de Bellman—Ford.

13.2 Algoritmo de Dijkstra

El algoritmo de Dijkstrzﬂ encuentra los caminos mas cortos desde el nodo de
inicio hasta todos los nodos del grafo, como el algoritmo de Bellman—Ford. La
ventaja del algoritmo de Dijsktra es que es mas eficiente y se puede usar para
procesar grafos grandes. Sin embargo, el algoritmo requiere que haya bordes sin
peso negativo en el grafo.

Al igual que el algoritmo de Bellman—Ford, el algoritmo de Dijkstra mantiene
las distancias a los nodos y las reduce durante la bisqueda. El algoritmo de
Dijkstra es eficiente porque solo procesa cada borde en el grafo una vez, utilizando
el hecho de que no hay bordes negativos.

2E. W. Dijkstra publicé el algoritmo en 1959 [14]; sin embargo, su documento original no
menciona cémo implementar el algoritmo de manera eficiente.
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Ejemplo

Consideremos cémo funciona el algoritmo de Dijkstra en el siguiente grafo cuando
el nodo de inicio es el nodo 1:
ey 6

(3) 2

2 (5)

(2) O
0

(0@} 5
Al igual que en el algoritmo de Bellman—Ford, inicialmente la distancia al nodo
de inicio es 0 y la distancia a todos los demas nodos es infinita.

En cada paso, el algoritmo de Dijkstra selecciona un nodo que atin no se ha
procesado y cuya distancia es lo mas pequefia posible. El primer nodo de este tipo
es el nodo 1 con distancia 0.

Cuando se selecciona un nodo, el algoritmo recorre todos los bordes que
comienzan en el nodo y reduce las distancias usandolos:

8

En este caso, los bordes del nodo 1 redujeron las distancias de los nodos 2, 4 y 5,
cuyas distancias ahora son 5,9y 1.

El siguiente nodo que se procesara es el nodo 5 con distancia 1. Esto reduce
la distancia al nodo 4 de 9 a 3:

Después de esto, el siguiente nodo es el nodo 4, que reduce la distancia al nodo 3
a9
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Una propiedad notable en el algoritmo de Dijkstra es que cada vez que se
selecciona un nodo, su distancia es final. Por ejemplo, en este punto del algoritmo,
las distancias 0, 1 y 3 son las distancias finales a los nodos 1, 5 y 4.

Después de esto, el algoritmo procesa los dos nodos restantes, y las distancias
finales son las siguientes:

Aristas negativas

La eficiencia del algoritmo de Dijkstra es basada en el hecho de que el grafico no
contiene aristas negativas. Si hay una arista negativa, el algoritmo puede dar
resultados incorrectos. Como ejemplo, considere el siguiente grafico:

El camino mas corto desde el nodo 1 hasta el nodo 4 es 1 — 3 — 4 y su longitud es
1. Sin embargo, el algoritmo de Dijkstra encuentra el camino 1 — 2 — 4 siguiendo
las aristas de peso minimo. El algoritmo no tiene en cuenta que en el otro camino,
el peso —5 compensa el peso anterior grande 6.

Implementacion

La siguiente implementacion del algoritmo de Dijkstra calcula las distancias
minimas desde un nodo x a otros nodos del grafico. El grafico se almacena como
listas de adyacencia de modo que adj[a] contiene un par (b,w) siempre que haya
una arista desde el nodo a hasta el nodo b con peso w.

Una implementacion eficiente del algoritmo de Dijkstra requiere que sea
posible encontrar eficientemente el nodo de distancia minima que no se ha proce-
sado. Una estructura de datos apropiada para esto es una cola de prioridad que
contiene los nodos ordenados por sus distancias. Usando una cola de prioridad, el
siguiente nodo a procesar se puede recuperar en tiempo logaritmico.

En el siguiente cddigo, la cola de prioridad g contiene pares de la forma (—d, x),
lo que significa que la distancia actual al nodo x es d. El array distance contiene
la distancia a cada nodo, y el array processed indica si un nodo se ha procesado.
Inicialmente la distancia es 0 a x e co a todos los demas nodos.
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for (int i = 1; i <= n; i++) distance[i] = INF;
distance[x] = 0;
q.push({0,x3);
while (!qg.empty()) {
int a = g.top().second; q.pop();
if (processed[a]) continue;
processed[a] = true;
for (auto u : adjlal) {
int b = u.first, w = u.second;
if (distancel[al+w < distance[b]) {
distance[b] = distance[al+w;
g.push({-distance[b],b});

b

Tenga en cuenta que la cola de prioridad contiene negativas distancias a los
nodos. La razon de esto es que la version predeterminada de la cola de prioridad
de C++ encuentra el maximo elementos, mientras que queremos encontrar ele-
mentos minimos. Al usar distancias negativas, podemos usar directamente la
cola de prioridad predeterminadaﬂ También tenga en cuenta que puede haber
varias instancias del mismo nodo en la cola de prioridad; sin embargo, solo la
instancia con la distancia minima sera procesada.

La complejidad temporal de la implementacion anterior es O(n + mlogm),
porque el algoritmo pasa por todos los nodos del grafico y agrega para cada arista
como maximo una distancia a la cola de prioridad.

13.3 Algoritmo de Floyd-Warshall

El algoritmo de Floyd—Warshal]ﬁ proporciona una forma alternativa de abor-
dar el problema de encontrar las rutas mas cortas. A diferencia de los otros
algoritmos de este capitulo, encuentra todas las rutas mas cortas entre los nodos
en una sola pasada.

El algoritmo mantiene una matriz bidimensional que contiene las distancias
entre los nodos. Primero, las distancias se calculan solo usando aristas directas
entre los nodos, y después de esto, el algoritmo reduce las distancias usando
nodos intermedios en las rutas.

Ejemplo

Consideremos como funciona el algoritmo de Floyd—Warshall en el siguiente
grafico:

3Por supuesto, también podriamos declarar la cola de prioridad como en el Capitulo 4.5 y usar
distancias positivas, pero la implementacién seria un poco més larga.

4E1 algoritmo lleva el nombre de R. W. Floyd y S. Warshall que lo publicaron de forma
independiente en 1962 [23, [70l.
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Inicialmente, la distancia desde cada nodo a si mismo es 0, y la distancia entre
los nodos a y b es x si hay una arista entre los nodos a y b con peso x. Todas las
demas distancias son infinitas. En este grafico, la matriz inicial es la siguiente:

1 2 3 4 5
11 0 5 oo 9 1
25 0 2 oo o©
3l 2 0 7 oo
4/ 9 oo 7 0 2
5| 1 oo oo 2 0

El algoritmo consiste en rondas consecutivas. En cada ronda, el algoritmo selec-
ciona un nuevo nodo que puede actuar como un nodo intermedio en las rutas a
partir de ahora, y las distancias se reducen usando este nodo.

En la primera ronda, el nodo 1 es el nuevo nodo intermedio. Hay una nueva
ruta entre los nodos 2 y 4 con longitud 14, porque el nodo 1 los conecta. También
hay una nueva ruta entre los nodos 2 y 5 con longitud 6.

1 2 3 4 5
1] 0 5 o0 9 1
2/ 5 0 2 14 6
3l 2 0 7 oo
4, 9 14 7 0 2
5/ 1 6 oo 2 0

En la segunda ronda, el nodo 2 es el nuevo nodo intermedio. Esto crea nuevas
rutas entre los nodos 1 y 3 y entre los nodos 3 y 5:

1 2 3 4 5
110 5 7 91
2/5 0 2 14 6
3|7 2 0 7 8
419 14 7 0 2
5/1 6 8 2 0

En la tercera ronda, el nodo 3 es el nuevo nodo intermedio. Hay una nueva
ruta entre los nodos 2 y 4:
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El algoritmo continda asi, hasta que todos los nodos han sido nombrados
nodos intermedios. Después de que el algoritmo ha terminado, la matriz contiene
las distancias minimas entre dos nodos cualesquiera:

H W30 Or
SO TN
0 ~31 O N 3| w
N O -1 00 Wi
O N0 O | W,

QU W N

Por ejemplo, la matriz nos dice que la distancia mas corta entre los nodos 2 y
4 es 8. Esto corresponde a la siguiente ruta:

(4) 2

Implementacion

La ventaja del algoritmo de Floyd—Warshall es que es facil de implementar. El
siguiente cédigo construye una matriz de distancia donde distance[al[b] es la
distancia més corta entre los nodos a y b. Primero, el algoritmo inicializa distance
usando la matriz de adyacencia adj del grafico:

for (int i = 1; i <= n; i++) {
for (int j = 1; j <=n; j++) {
if (i == j) distance[il[j] = o;
else if (adjl[il[j]1) distance[il[j] = adjl[il[j];
else distance[i][j] = INF;

}

Después de esto, las distancias mas cortas se pueden encontrar de la siguiente
manera:
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for (int k = 1; k <= n; k++) {
for (int i = 1; i <= n; i++) {
for (int j =1; j <=n; j++) {
distance[i][j] = min(distance[i][j],
distance[i][k]+distance[k][j1);

}

La complejidad temporal del algoritmo es O(n?3), porque contiene tres bucles
anidados que recorren los nodos del grafico.

Dado que la implementacién del algoritmo de Floyd—Warshall es simple, el
algoritmo puede ser una buena opcidn incluso si solo se necesita para encontrar
un solo camino mas corto en el grafico. Sin embargo, el algoritmo solo se puede
usar cuando el grafico es tan pequeno que una complejidad temporal ctbica es lo
suficientemente rapida.
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Chapter 14

Algoritmos de arbol

Un arbol es un grafo conectado y aciclico que consiste en n nodos y n — 1 aristas.
Eliminar cualquier arista de un arbol lo divide en dos componentes, y agregar

cualquier arista a un arbol crea un ciclo. Ademas, siempre hay un camino tnico
entre dos nodos de un arbol.

Por ejemplo, el siguiente arbol consta de 8 nodos y 7 aristas:

& @Q—«
H—e—2» » ©

Las hojas de un arbol son los nodos con grado 1, es decir, con solo un vecino.
Por ejemplo, las hojas del arbol anterior son los nodos 3, 5, 7y 8.

En un arbol enraizado, uno de los nodos se designa como la raiz del arbol, y
todos los demas nodos se colocan debajo de la raiz. Por ejemplo, en el siguiente
arbol, el nodo 1 es el nodo raiz.

En un arbol enraizado, los hijos de un nodo son sus vecinos inferiores, y el
padre de un nodo es su vecino superior. Cada nodo tiene exactamente un padre,
excepto por la raiz que no tiene padre. Por ejemplo, en el arbol anterior, los hijos
del nodo 2 son los nodos 5 y 6, y su padre es el nodo 1.
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La estructura de un arbol enraizado es recursiva: cada nodo del arbol actia
como la raiz de un subarbol que contiene el nodo mismo y todos los nodos que
estan en los subarboles de sus hijos. Por ejemplo, en el arbol anterior, el subarbol
del nodo 2 contiene los nodos 2, 5, 6y 8:

14.1 Recorrido de arbol

Los algoritmos de recorrido de grafo general se pueden utilizar para recorrer
los nodos de un arbol. Sin embargo, el recorrido de un arbol es mas facil de
implementar que el de un grafo general, porque no hay ciclos en el arbol y no es
posible alcanzar un nodo desde maultiples direcciones.

La forma tipica de recorrer un arbol es comenzar una bisqueda en profundi-
dad en un nodo arbitrario. La siguiente funcién recursiva se puede usar:

void dfs(int s, int e) {
// procesar nodo s
for (auto u : adjls]) {
if (u !'=e) dfs(u, s);

}

La funcién recibe dos parametros: el nodo actual s y el nodo anterior e. El
propoésito del parametro e es asegurar que la busqueda solo se mueva a nodos
que no se han visitado todavia.

La siguiente llamada de funcién inicia la busqueda en el nodo x:

dfs(x, @);

En la primera llamada e = 0, porque no hay nodo anterior, y se permite
proceder a cualquier direccion en el arbol.

Programacién dinamica

La programaciéon dinamica se puede utilizar para calcular alguna informaciéon
durante un recorrido de arbol. Usando programaciéon dinamica, podemos, por
ejemplo, calcular en tiempo O(n) para cada nodo de un arbol enraizado la cantidad
de nodos en su subarbol o la longitud del camino més largo desde el nodo a una
hoja.
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Como ejemplo, calculemos para cada nodo s un valor count[s]: la cantidad
de nodos en su subarbol. El subarbol contiene el nodo mismo y todos los nodos
en los subarboles de sus hijos, por lo que podemos calcular la cantidad de nodos
recursivamente usando el siguiente cédigo:

void dfs(int s, int e) {
count[s] = 1;
for (auto u : adjls]) {
if (u == e) continue;
dfs(u, s);
count[s] += countl[u];

14.2 Diametro

El diametro de un arbol es la longitud maxima de un camino entre dos nodos.
Por ejemplo, considera el siguiente arbol:

El diametro de este arbol es 4, lo que corresponde al siguiente camino:

Tenga en cuenta que puede haber varios caminos de longitud maxima. En el
camino anterior, podriamos reemplazar el nodo 6 con el nodo 5 para obtener otro
camino con longitud 4.

A continuacion, discutiremos dos algoritmos de tiempo O(n) para calcular el
diametro de un arbol. El primer algoritmo se basa en la programacion dinamica,
y el segundo algoritmo utiliza dos busquedas en profundidad.

Algoritmo 1

Una forma general de abordar muchos problemas de arboles es primero enraizar
el arbol arbitrariamente. Después de esto, podemos intentar resolver el problema
por separado para cada subarbol. Nuestro primer algoritmo para calcular el
diametro se basa en esta idea.
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Una observacion importante es que cada camino en un arbol enraizado tiene
un punto mds alto: el nodo mas alto que pertenece al camino. Por lo tanto,
podemos calcular para cada nodo la longitud del camino mas largo cuyo punto
mas alto es el nodo. Uno de esos caminos corresponde al diametro del arbol.

Por ejemplo, en el siguiente arbol, el nodo 1 es el punto mas alto en el camino
que corresponde al didmetro:

Calculamos para cada nodo x dos valores:
® tolLeaf(x): la longitud maxima de un camino desde x hasta cualquier hoja
* maxLength(x): la longitud maxima de un camino cuyo punto mas alto es x

Por ejemplo, en el arbol anterior, toLeaf(1) = 2, porque hay un camino 1 — 2 — 6,
y maxLength(1) = 4, porque hay un camino 6 — 2 — 1 — 4 — 7. En este caso,
maxLength(1) es igual al diametro.

La programacion dinamica se puede utilizar para calcular lo anterior valores
para todos los nodos en O(n) tiempo. Primero, para calcular toLeaf(x), recorremos
los hijos de x, elegimos un hijo ¢ con méaximo toLeaf(c) y sumamos uno a este
valor. Luego, para calcular maxLength(x), elegimos dos hijos distintos a y b de
modo que la suma tolLeaf(a)+ toLeaf(b) es maxima y sumamos dos a esta suma.

Algoritmo 2

Otra forma eficiente de calcular el didametro de un arbol se basa en dos busquedas
en profundidad. Primero, elegimos un nodo arbitrario a en el arbol y encontramos
el nodo mas lejano b de a. Luego, encontramos el nodo mas lejano ¢ de 5. El
diametro del arbol es la distancia entre b y c¢. En la siguiente grafica, a, by ¢

podrian ser:
(2)

Este es un método elegante, pero ;jpor qué funciona?

Es util dibujar el arbol de manera diferente para que el camino que corre-
sponde al diametro sea horizontal, y todos los demas nodos cuelguen de él:
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a

El nodo x indica el lugar donde el camino desde el nodo a se une al camino
que corresponde al diametro. El nodo mas lejano de a es el nodo b, el nodo ¢ o
algan otro nodo que esta al menos tan lejos del nodo x. Por lo tanto, este nodo
siempre es una opcion valida para un punto final de un camino que corresponde
al diametro.

14.3 Todos los caminos mas largos

Nuestro préximo problema es calcular para cada nodo en el arbol la longitud
maxima de un camino que comienza en el nodo. Esto se puede ver como una
generalizacion de la problema de diametro del arbol, porque el mayor de esos
longitudes es igual al diametro del arbol. También este problema se puede
resolver en O(n) tiempo.

Como ejemplo, considere el siguiente arbol:

Sea maxLength(x) denotar la longitud maxima de un camino que comienza en
el nodo x. Por ejemplo, en el arbol de arriba, maxLength(4) = 3, porque hay un
camino 4 — 1 — 2 — 6. Aqui hay una tabla completa de los valores:

nodo x 1 2 6
maxLength(x) | 2 2 3

3 4 5
3 3 3

También en este problema, un buen punto de partida para resolver el prob-
lema es enraizar el arbol arbitrariamente:
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La primera parte del problema es calcular para cada nodo x la longitud
maxima de un camino que pasa por un hijo de x. Por ejemplo, el camino mas
largo desde el nodo 1 pasa por su hijo 2:

Esta parte es facil de resolver en tiempo O(n), porque podemos usar programacioén
dinamica como lo hemos hecho anteriormente.

Luego, la segunda parte del problema es calcular para cada nodo x la longitud
maxima de una ruta a través de su padre p. Por ejemplo, la ruta mas larga desde
el nodo 3 pasa por su padre 1:

A primera vista, parece que deberiamos elegir la ruta mas larga desde p. Sin
embargo, esto no siempre funciona, porque la ruta mas larga desde p puede pasar
por x. Aqui hay un ejemplo de esta situacion:

Aun asi, podemos resolver la segunda parte en tiempo O(n) almacenando dos
longitudes maximas para cada nodo x:

* maxLength;(x): la longitud maxima de una ruta desde x

* maxLengthy(x) la longitud maxima de una ruta desde x en otra direccién que
la primera ruta
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Por ejemplo, en el grafico anterior, maxLength;(1)=2 usandolarutal -2 -5,y
maxLengthg(1) = 1 usando la ruta 1 — 3.

Finalmente, si la ruta que corresponde a maxLength;(p) pasa por x, concluimos
que la longitud maxima es maxLengths(p)+1, y de lo contrario la longitud maxima
es maxLength{(p) + 1.

14.4 Arboles binarios

Un arbol binario es un arbol enraizado donde cada nodo tiene un subarbol
izquierdo y derecho. Es posible que un subéarbol de un nodo esté vacio. Por lo
tanto, cada nodo en un arbol binario tiene cero, uno o dos hijos.

Por ejemplo, el siguiente arbol es un arbol binario:

Los nodos de un arbol binario tienen tres ordenamientos naturales que corre-
sponden a diferentes formas de recorrer el arbol recursivamente:

* preorden: primero procesa la raiz, luego recorre el subarbol izquierdo,
luego recorre el subarbol derecho

* en orden: primero recorre el subarbol izquierdo, luego procesa la raiz,
luego recorre el subarbol derecho

* posorden: primero recorre el subarbol izquierdo, luego recorre el subarbol
derecho, luego procesa la raiz

Para el arbol anterior, los nodos en preorden son [1,2,4,5,6,3,7], en en orden
[4,2,6,5,1,3,7] y en posorden [4,6,5,2,7,3,1].

Si sabemos el preorden y el en orden de un arbol, podemos reconstruir la
estructura exacta del arbol. Por ejemplo, el arbol anterior es el tinico arbol posible
con preorden [1,2,4,5,6,3,7] y en orden [4,2,6,5,1,3,7]. De manera similar, el
posorden y el en orden también determinan la estructura de un arbol.

Sin embargo, la situacion es diferente si solo conocemos el preorden y el
posorden de un arbol. En este caso, puede haber mas de un arbol que coincida
con los ordenamientos. Por ejemplo, en ambos arboles
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el preorden es [1,2] y el postorden es [2,1], pero las estructuras de los arboles son
diferentes.
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Chapter 15

Arboles de expansién

Un arbol de expansion de un grafo consiste en todos los nodos del grafo y
algunas de las aristas del grafo de modo que exista un camino entre dos nodos
cualesquiera. Al igual que los arboles en general, los arboles de expansién son
conectados y aciclicos. Por lo general, hay varias formas de construir un arbol de
expansion.

Por ejemplo, considere el siguiente grafo:

El peso de un arbol de expansion es la suma de los pesos de sus aristas. Por
ejemplo, el peso del arbol de expansion anterior es 3+5+9+3+2 =22,

Un arbol de expansion minimo es un arbol de expansion cuyo peso es lo
mas pequerfio posible. El peso de un arbol de expansién minimo para el grafo de
ejemplo es 20, y dicho arbol puede construirse de la siguiente manera:

153



De manera similar, un arbol de expansion maximo es un arbol de expan-
sion cuyo peso es lo mas grande posible. El peso de un arbol de expansiéon maximo
para el grafo de ejemplo es 32:

Tenga en cuenta que un grafo puede tener varios arboles de expansién mini-
mos y maximos, por lo que los arboles no son unicos.

Resulta que varios métodos voraces se pueden utilizar para construir arboles
de expansién minimos y maximos. En este capitulo, analizamos dos algoritmos
que procesan las aristas del grafo ordenadas por sus pesos. Nos centramos en
encontrar arboles de expansiéon minimos, pero los mismos algoritmos pueden
encontrar arboles de expansién maximos procesando las aristas en orden inverso.

15.1 Algoritmo de Kruskal

En el algoritmo de Kruskaﬂ el arbol de expansién inicial solo contiene los
nodos del grafo y no contiene ninguna arista. Luego, el algoritmo recorre las
aristas ordenado por sus pesos, y siempre agrega una arista al arbol si no crea
un ciclo.

El algoritmo mantiene los componentes del arbol. Inicialmente, cada nodo del
grafo pertenece a un componente separado. Siempre que se agrega una arista
al arbol, se unen dos componentes. Finalmente, todos los nodos pertenecen al
mismo componente, y se ha encontrado un arbol de expansién minimo.

Ejemplo

Consideremos como el algoritmo de Kruskal procesa el siguiente grafico:

El primer paso del algoritmo es ordenar los bordes en orden creciente de sus
pesos. El resultado es la siguiente lista:

IE] algoritmo fue publicado en 1956 por J. B. Kruskal [48].
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Después de esto, el algoritmo recorre la lista y agrega cada borde al arbol si
une dos componentes separados.

Inicialmente, cada nodo esta en su propio componente:

@ &
@ @
® ©

El primer borde que se agregara al arbol es el borde 5-6 que crea un componente
{5,6} al unir los componentes {5} y {6}:

OO
@ o

Después de esto, los bordes 1-2, 3-6 y 1-5 se agregan de manera similar:

Después de esos pasos, la mayoria de los componentes se han unido y hay dos
componentes en el arbol: {1,2,3,5,6} y {4}.

El siguiente borde en la lista es el borde 2—3, pero no se incluira en el arbol,
porque los nodos 2 y 3 ya estan en el mismo componente. Por la misma razon, el
borde 2—5 no se incluira en el arbol.
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Finalmente, el borde 4—6 se incluira en el arbol:

Después de esto, el algoritmo no agregara ningun borde nuevo, porque el
grafico esta conectado y hay una ruta entre dos nodos. El grafico resultante es un
arbol de expansion minimo con peso 2+3+3+5+ 7 = 20.

iPor qué funciona esto?

Es una buena pregunta por qué funciona el algoritmo de Kruskal. ;Por qué
la estrategia codiciosa garantiza que nosotros encontrar un arbol de expansion
minimo?

Veamos qué pasa si el borde de peso minimo de el grafico no esta incluido
en el arbol de expansion. Por ejemplo, supongamos que un arbol de expansion
para el grafico anterior no contendria el borde de peso minimo 5-6. No sabemos
la estructura exacta de tal arbol de expansién, pero en cualquier caso tiene que
contener algunos bordes. Asuma que el arbol seria como sigue:

Sin embargo, no es posible que el arbol anterior seria un arbol de expansion
minimo para el grafico. La razon de esto es que podemos eliminar un borde del
arbol y reemplazarlo con el borde de peso minimo 5-6. Esto produce un arbol de
expansion cuyo peso es mds pequefnio:

Por esta razén, siempre es 6ptimo incluir el borde de peso minimo en el arbol
para producir un arbol de expansién minimo. Usando un argumento similar,
podemos mostrar que es también es 6ptimo agregar el siguiente borde en orden de
peso al arbol, y asi sucesivamente. Por lo tanto, el algoritmo de Kruskal funciona
correctamente y siempre produce un arbol de expansién minimo.
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Implementacién

Al implementar el algoritmo de Kruskal, es conveniente usar la representacion
de la lista de bordes del grafico. La primera fase del algoritmo ordena la bordes
en la lista en O(mlogm) tiempo. Después de esto, la segunda fase del algoritmo
construye el arbol de expansién minimo como sigue:

for (...) {
if (!same(a,b)) unite(a,b);
}

El bucle recorre los bordes de la lista y siempre procesa un borde a—b donde
a y b son dos nodos. Se necesitan dos funciones: la funcién same determina si a
y b estan en el mismo componente, y la funcién unite une los componentes que
contienen a y b.

El problema es como implementar eficientemente las funciones same y unite.
Una posibilidad es implementar la funcién same como un recorrido del grafico y
verificar si podemos obtener del nodo a al nodo 5. Sin embargo, la complejidad
temporal de tal funcion seria O(n + m) y el algoritmo resultante seria lento,
porque la funcion same se llamara para cada borde del grafico.

Resolveremos el problema utilizando una estructura de unién-bisqueda que
implementa ambas funciones en O(logn) tiempo. Por lo tanto, la complejidad
temporal del algoritmo de Kruskal serda O(mlogn) después de ordenar la lista de
bordes.

15.2 Estructura de unién-busqueda

Una estructura de union-busqueda mantiene una coleccién de conjuntos.
Los conjuntos son disjuntos, por lo que ningin elemento pertenece a mas de un
conjunto. Se admiten dos operaciones de tiempo O(logn): la operacion unite une
dos conjuntos, y la operacién find encuentra el representante del conjunto que
contiene un elemento dado?

Estructura

En una estructura de unién-biisqueda, un elemento en cada conjunto es el rep-
resentante del conjunto, y hay una cadena desde cualquier otro elemento del
conjunto hasta el representante. Por ejemplo, suponga que los conjuntos son
{1,4,7}, {5} y {2,3,6,8}:

2La estructura presentada aqui fue introducida en 1971 por J. D. Hopcroft y J. D. Ullman [38].
Mas tarde, en 1975, R. E. Tarjan estudié una variante maés sofisticada de la estructura [64] que
se discute en muchos algoritmos libros de texto hoy en dia.
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En este caso, los representantes de los conjuntos son 4, 5 y 2. Podemos encontrar
el representante de cualquier elemento siguiendo la cadena que comienza en
el elemento. Por ejemplo, el elemento 2 es el representante para el elemento
6, porque seguimos la cadena 6 — 3 — 2. Dos elementos pertenecen al mismo
conjunto exactamente cuando sus representantes son los mismos.

Dos conjuntos se pueden unir conectando el representante de un conjunto al
representante del otro conjunto. Por ejemplo, los conjuntos {1,4,7} y {2,3,6,8} se
pueden unir de la siguiente manera:

s

El conjunto resultante contiene los elementos {1,2,3,4,6,7,8}. A partir de
este momento, el elemento 2 es el representante de todo el conjunto y el antiguo
representante 4 apunta al elemento 2.

La eficiencia de la estructura de union-busqueda depende de como se unen los
conjuntos. Resulta que podemos seguir una estrategia simple: siempre conectar
el representante del conjunto mds pequerio al representante del conjunto mds
grande (o si los conjuntos son del mismo tamaio, podemos hacer una eleccién arbi-
traria). Usando esta estrategia, la longitud de cualquier cadena sera O(logn), por
lo que podemos encontrar el representante de cualquier elemento eficientemente
siguiendo la cadena correspondiente.

Implementacion

La estructura de unién-busqueda se puede implementar usando matrices. En la
siguiente implementacion, la matriz link contiene para cada elemento el siguiente
elemento en la cadena o el elemento mismo si es un representante, y la matriz
size indica para cada representante el tamano del conjunto correspondiente.
Inicialmente, cada elemento pertenece a un conjunto separado:

1; 1 <= n; i++) link[i]
1; 1 <= n; i++) size[i]

i;
1;

for (int i

for (int i

La funcién find devuelve el representante para un elemento x. El represen-
tante se puede encontrar siguiendo la cadena que comienza en x.
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int find(int x) {
while (x != link[x]) x = link[x];
return x;

La funcién same comprueba si los elementos a y b pertenecen al mismo con-
junto. Esto se puede hacer facilmente utilizando el funcién find:

bool same(int a, int b) {
return find(a) == find(b);

La funcién unite une los conjuntos que contienen los elementos a y b (los
elementos deben estar en conjuntos diferentes). La funcién primero encuentra
los representantes de los conjuntos y luego conecta el mas pequefio conjunto al
conjunto mas grande.

void unite(int a, int b) {
a = find(a);
b = find(b);
if (sizel[a] < size[b]) swap(a,b);
size[a] += size[b];
link[b] = a;

La complejidad temporal de la funcién find es O(logn) asumiendo que la
longitud de cada cadena es O(logn). En este caso, las funciones same y unite
también funcionan en tiempo O(logn). La funcién unite se asegura de que el
longitud de cada cadena es O(logn) conectando el conjunto més pequeno al
conjunto més grande.

15.3 Algoritmo de Prim

Algoritmo de Primrﬂ es un método alternativo para encontrar un arbol de
expansion minimo. El algoritmo primero agrega un nodo arbitrario al arbol.
Después de esto, el algoritmo siempre elige un borde de peso minimo que agrega
un nuevo nodo al arbol. Finalmente, todos los nodos han sido agregados al arbol
y se ha encontrado un arbol de expansién minimo.

El algoritmo de Prim se parece al algoritmo de Dijkstra. La diferencia es que
el algoritmo de Dijkstra siempre selecciona una arista cuya distancia desde el
nodo de inicio es minima, pero el algoritmo de Prim simplemente selecciona la
arista de peso minimo que agrega un nuevo nodo al arbol.

3E] algoritmo es nombrado después de R. C. Prim quien lo publicé en 1957 [54]. Sin embargo,
el mismo algoritmo ya fue descubierto en 1930 por V. Jarnik.
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Ejemplo

Consideremos cémo funciona el algoritmo de Prim en el siguiente grafico:

Inicialmente, no hay aristas entre los nodos:

@ &
@ O
® ©

Un nodo arbitrario puede ser el nodo de inicio, asi que elijamos el nodo 1. Primero,
agregamos el nodo 2 que esta conectado por una arista de peso 3:

SOEEC
® ®

Después de esto, hay dos aristas con peso 5, por lo que podemos agregar el
nodo 3 o el nodo 5 al arbol. Agreguemos el nodo 3 primero:

5

O,
® ©

El proceso continta hasta que todos los nodos se han incluido en el arbol:
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Implementacién

Al igual que el algoritmo de Dijkstra, el algoritmo de Prim se puede implementar
de manera eficiente utilizando una cola de prioridad. La cola de prioridad debe
contener todos los nodos que se pueden conectar al componente actual utilizando
un solo borde, en orden creciente de los pesos de los bordes correspondientes.

La complejidad temporal del algoritmo de Prim es O(n + mlogm) que es
igual a la complejidad temporal del algoritmo de Dijkstra. En la practica, los
algoritmos de Prim y Kruskal son ambos eficientes, y la eleccion del algoritmo es
una cuestion de gusto. Aun asi, la mayoria de los programadores competitivos
utilizan el algoritmo de Kruskal.
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Chapter 16

Grafos dirigidos

En este capitulo, nos centramos en dos clases de grafos dirigidos:

¢ Grafos aciclicos: No hay ciclos en el grafo, por lo que no hay camino desde
ningin nodo hasta si mism

¢ Grafos sucesores: El grado de salida de cada nodo es 1, por lo que cada
nodo tiene un sucesor unico.

Resulta que en ambos casos, podemos diseniar algoritmos eficientes que se basan
en las propiedades especiales de los grafos.

16.1 Ordenacién topologica

Una ordenacion topolégica es una ordenacion de los nodos de un grafo dirigido
tal que si hay un camino desde el nodo a hasta el nodo b, entonces el nodo a
aparece antes que el nodo b en la ordenacion. Por ejemplo, para el grafo

una ordenacion topolodgica es [4,1,5,2,3,6]:

O=ONO=O=0=0

Un grafo aciclico siempre tiene una ordenacién topolégica. Sin embargo, si el
grafo contiene un ciclo, no es posible formar una ordenacion topolégica, porque
ningun nodo del ciclo puede aparecer antes que los demas nodos del ciclo en
la ordenacién. Resulta que la busqueda en profundidad se puede utilizar para
comprobar si un grafo dirigido contiene un ciclo y, si no contiene un ciclo, para
construir una ordenacion topologica.

1Los grafos aciclicos dirigidos a veces se denominan DAGs.
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Algoritmo

La idea es recorrer los nodos del grafo y siempre comenzar una busqueda en
profundidad en el nodo actual si atin no se ha procesado. Durante las bisquedas,
los nodos tienen tres estados posibles:

¢ estado 0: el nodo no se ha procesado (blanco)
¢ estado 1: el nodo esta en proceso (gris claro)
¢ estado 2: el nodo se ha procesado (gris oscuro)

Inicialmente, el estado de cada nodo es 0. Cuando una bisqueda llega a un
nodo por primera vez, su estado pasa a ser 1. Finalmente, después de que todos
los sucesores del nodo hayan sido procesados, su estado pasa a ser 2.

Si el grafo contiene un ciclo, nos daremos cuenta de esto durante la bisqueda,
porque tarde o temprano llegaremos a un nodo cuyo estado es 1. En este caso, no
es posible construir una ordenacién topolégica.

Si el grafo no contiene un ciclo, podemos construir una ordenacion topologica
agregando cada nodo a una lista cuando el estado del nodo pasa a ser 2. Esta
lista en orden inverso es una ordenacién topolégica.

Ejemplo 1

En el grafo de ejemplo, la biisqueda primero avanza desde el nodo 1 hasta el nodo

I

Ahora el nodo 6 se ha procesado, por lo que se agrega a la lista. Después de
esto, también los nodos 3, 2 y 1 se agregan a la lista:

8%

En este punto, la lista es [6,3,2,1]. La préxima buisqueda comienza en el nodo

8%
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Por lo tanto, la lista final es [6,3,2,1,5,4]. Hemos procesado todos los nodos,
por lo que se ha encontrado una ordenacion topolégica. La ordenacion topoléogica
es la lista inversa [4,5,1,2,3,6]:

OEONCEOPOR0

Tenga en cuenta que una ordenacion topolégica no es unica, y puede haber
varias ordenaciones topolégicas para un grafico.
Ejemplo 2

Consideremos ahora un grafico para el cual no podemos construir una ordenacion
topoldgica, porque el grafico contiene un ciclo:

@

5

La busqueda procede de la siguiente manera:
é— (6)

La busqueda llega al nodo 2 cuyo estado es 1, lo que significa que el grafico
contiene un ciclo. En este ejemplo, hay un ciclo 2 -3 — 5 — 2.

16.2 Programacion dinamica

Si un grafico dirigido es aciclico, la programacion dinamica se puede aplicar
a él. Por ejemplo, podemos resolver eficientemente los siguientes problemas
relacionados con las rutas desde un nodo de inicio hasta un nodo final:

¢ ;/Cuantas rutas diferentes hay?
¢ ;/Cual es la ruta mas corta/mas larga?
¢ ;Cuadl es el nuimero minimo/maximo de aristas en una ruta?

* ;Qué nodos aparecen ciertamente en cualquier ruta?
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Contando el nimero de rutas

Como ejemplo, calculemos el nimero de rutas desde el nodo 1 al nodo 6 en el
siguiente grafico:

O—C ©

Hay un total de tres rutas de este tipo:
*1-2—-3—-6
*1-4—-5-2—-3—-6
*1-4—-5—-3—-6
Sea paths(x) el numero de rutas desde el nodo 1 al nodo x. Como caso base,

paths(1) = 1. Entonces, para calcular otros valores de paths(x), podemos usar la
recursion

paths(x) = paths(a1) + paths(ag) +--- +paths(az)

donde ai,aq,...,ar son los nodos desde los que hay una arista a x. Dado que el
grafico es aciclico, los valores de paths(x) se pueden calcular en el orden de una
clasificacion topolégica. Una clasificacion topolégica para el grafico anterior es la

AP )—(®)

Por lo tanto, los nimeros de rutas son los siguientes:
1 2
1 1

3

3

Por ejemplo, para calcular el valor de paths(3), podemos usar la formula
paths(2) + paths(5), porque hay aristas desde los nodos 2 y 5 al nodo 3. Dado que
paths(2) = 2 y paths(5) = 1, concluimos que paths(3) = 3.
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Extensién del algoritmo de Dijkstra

Un subproducto del algoritmo de Dijkstra es un grafico dirigido y aciclico que
indica para cada nodo del grafico original las formas posibles de alcanzar el nodo
utilizando una ruta mas corta desde el nodo de inicio. La programacién dinamica
se puede aplicar a ese grafico. Por ejemplo, en el grafico

Ahora podemos, por ejemplo, calcular el nimero de caminos mas cortos desde el
nodo 1 hasta el nodo 5 utilizando programacién dinamica:

Representando problemas como grafos

En realidad, cualquier problema de programacion dinamica puede representarse
como un grafo dirigido y aciclico. En tal grafo, cada nodo corresponde a un estado
de programacién dindmica y las aristas indican cémo los estados dependen unos
de otros.

Como ejemplo, considere el problema de formar una suma de dinero n uti-
lizando monedas {c1,c9,...,cr}. En este problema, podemos construir un grafo
donde cada nodo corresponde a una suma de dinero, y las aristas muestran como
se pueden elegir las monedas. Por ejemplo, para las monedas {1,3,4} y n =6, el
grafo es el siguiente:
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v
Usando esta representacion, el camino mas corto desde el nodo 0 hasta el nodo
n corresponde a una solucién con el nimero minimo de monedas, y el namero

total de caminos desde el nodo 0 hasta el nodo n es igual al nimero total de
soluciones.

16.3 Caminos sucesores

Para el resto del capitulo, nos centraremos en los grafos sucesores. En esos
grafos, el grado de salida de cada nodo es 1, es decir, exactamente una arista
comienza en cada nodo. Un grafo sucesor consiste en uno o mas componentes,
cada uno de los cuales contiene un ciclo y algunos caminos que conducen a él.

Los grafos sucesores a veces se llaman grafos funcionales. La razon de esto
es que cualquier grafo sucesor corresponde a una funciéon que define las aristas
del grafo. El parametro de la funcién es un nodo del grafo, y la funcién da el
sucesor de ese nodo.

Por ejemplo, la funcién

X ‘ 1
succ(x) ‘ 3

2 3
5 7

o
D[ o
I
| =3
o| o
w| ©

define el siguiente grafo:

Dado que cada nodo de un grafo sucesor tiene un sucesor unico, también
podemos definir una funcién succ(x, k) que da el nodo al que llegaremos si comen-
zamos en el nodo x y caminamos % pasos hacia adelante. Por ejemplo, en el grafo
anterior succ(4,6) = 2, porque llegaremos al nodo 2 caminando 6 pasos desde el

nodo 4:
(o oV E o =)
(D=6 )—=(2)—(5)—=(2)—(s—(2)

Una forma sencilla de calcular un valor de succ(x, k) es comenzar en el nodo
x y caminar k pasos hacia adelante, lo que lleva O(k) tiempo. Sin embargo,
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utilizando el preprocesamiento, cualquier valor de succ(x, %) se puede calcular en
solo O(logk) tiempo.

La idea es precalcular todos los valores de succ(x, k) donde % es una potencia
de dos y como méaximo u, donde u es el nimero maximo de pasos que alguna vez
caminaremos. Esto se puede hacer de manera eficiente, porque podemos usar la
siguiente recursion:

succ(x) k=1

succ(x, k) =
succ(succ(x, k/2),k/2) k>1

Precalcular los valores lleva O(nlogu) tiempo, porque se calculan O(logu)
valores para cada nodo. En el grafico anterior, los primeros valores son los
siguientes:

x|1 2 3 4 5 6 7 8 9
succ(x,1) |3 5 7 6 2 2 1 6 3
succ(x,2) |7 2 1 2 5 5 3 2 7
succ(x,4) |3 2 7 2 5 5 1 2 3
succ(x,8) |7 2 1 2 5 5 3 2 7

Después de esto, cualquier valor de succ(x, k) se puede calcular presentando el
numero de pasos £ como una suma de potencias de dos. Por ejemplo, si queremos
calcular el valor de succ(x,11), primero formamos la representacion 11 =8+ 2+ 1.
Usando eso,

succ(x,11) = succ(succ(succ(x,8),2),1).

Por ejemplo, en el grafico anterior
succ(4,11) = succ(succ(succ(4,8),2),1) = 5.

Tal representacion siempre consiste en O(logk) partes, por lo que calcular un
valor de succ(x, k) lleva O(logk) tiempo.

16.4 Deteccion de ciclos

Considere un grafico sucesor que solo contiene una ruta que termina en un ciclo.
Podemos hacer las siguientes preguntas: si comenzamos nuestra caminata en el
nodo de inicio, jcuadl es el primer nodo en el ciclo? ;y cuantos nodos contiene el
ciclo?

Por ejemplo, en el grafico

N
(D—2)—( ) —(a)—(5
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comenzamos nuestra caminata en el nodo 1, el primer nodo que pertenece al ciclo
es el nodo 4, y el ciclo consiste en tres nodos (4, 5 y 6).

Una forma sencilla de detectar el ciclo es caminar en el grafico y hacer un
seguimiento de todos los nodos que se han visitado. Una vez que un nodo se visita
por segunda vez, podemos concluir que el nodo es el primer nodo en el ciclo. Este
método funciona en O(n) tiempo y también usa O(n) memoria.

Sin embargo, existen mejores algoritmos para la deteccion de ciclos. La
complejidad temporal de tales algoritmos sigue siendo O(n), pero solo usan
O(1) memoria. Esta es una mejora importante si n es grande. A continuacion,
discutiremos el algoritmo de Floyd que alcanza estas propiedades.

Algoritmo de Floyd

Algoritmo de FloydE] camina hacia adelante en el grafico utilizando dos punteros
a y b. Ambos punteros comienzan en un nodo x que es el nodo de inicio del grafico.
Luego, en cada turno, el puntero a camina un paso adelante y el puntero b camina
dos pasos adelante. El proceso continia hasta que los punteros se encuentran
entre si:

a = succ(x);
b = succ(succ(x));
while (a !'= b) {

a = succ(a);

b = succ(succ(b));

b

En este punto, el puntero a ha caminado % pasos y el puntero b ha caminado
2k pasos, por lo que la longitud del ciclo divide .. Por lo tanto, el primer nodo
que pertenece al ciclo se puede encontrar moviendo el puntero a al nodo x y
avanzando los punteros paso a paso hasta que se encuentren de nuevo.

a = x;
while (a !'= b) {
a = succ(a);
b = succ(b);
}

first = a;

Después de esto, la longitud del ciclo se puede calcular de la siguiente manera:

b = succ(a);

length = 1;

while (a !'= b) {
b = succ(b);
length++;

}

2La idea del algoritmo se menciona en [46] y se atribuye a R. W. Floyd; sin embargo, no se
sabe si Floyd realmente descubrié6 el algoritmo.
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Chapter 17

Conectividad fuerte

En un grafo dirigido, los bordes se pueden recorrer en una sola direccién, por lo
que incluso si el grafo esta conectado, esto no garantiza que haya un camino de
un nodo a otro nodo. Por esta razon, es significativo definir un nuevo concepto
que requiere mas que conectividad.

Un grafo es fuertemente conexo si hay un camino desde cualquier nodo a
todos los demas nodos del grafo. Por ejemplo, en la siguiente imagen, el grafo
izquierdo esta fuertemente conectado mientras que el grafo derecho no.

El grafo derecho no esta fuertemente conectado porque, por ejemplo, no hay
ningun camino desde el nodo 2 al nodo 1.

Los componentes fuertemente conexos de un grafo dividen el grafo en
partes fuertemente conectadas que son lo mas grandes posible. Los componentes
fuertemente conexos forman un grafo de componentes aciclico que representa
la estructura profunda del grafo original.

Por ejemplo, para el grafo

4 @ 6

los componentes fuertemente conexos son los siguientes:
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El grafo de componentes correspondiente es el siguiente:

Los componentes son A ={1,2}, B=1{3,6,7}, C ={4} y D = {5}.

Un grafo de componentes es un grafo dirigido aciclico, por lo que es mas facil
de procesar que el grafo original. Dado que el grafo no contiene ciclos, siempre
podemos construir una ordenacién topolégica y utilizar técnicas de programacién
dinamica como las que se presentan en el Capitulo 16.

17.1 Algoritmo de Kosaraju

El algoritmo de Kosarajuﬂ es un método eficiente para encontrar los com-
ponentes fuertemente conexos de un grafo dirigido. El algoritmo realiza dos
bisquedas en profundidad: la primera bisqueda construye una lista de nodos de
acuerdo con la estructura del grafo, y la segunda bisqueda forma los componentes
fuertemente conexos.

Biasqueda 1

La primera fase del algoritmo de Kosaraju construye una lista de nodos en el
orden en que una busqueda en profundidad los procesa. El algoritmo recorre los
nodos, y comienza una busqueda en profundidad en cada nodo sin procesar. Cada
nodo se agregara a la lista después de haber sido procesado.

En el grafico de ejemplo, los nodos se procesan en el siguiente orden:

1/8 2/7 9/14

4/5 3/6 11/12

La notacion x/y significa que el procesamiento del nodo comenzé en el tiempo
x y terminé en el tiempo y. Por lo tanto, la lista correspondiente es la siguiente:

ISegun [1I, S. R. Kosaraju inventé este algoritmo en 1978 pero no lo publicé. En 1981, el
mismo algoritmo fue redescubierto y publicado por M. Sharir [57].
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nodo tiempo de procesamiento
5

6

7

8

12

13

14

W30 = N Utk

Basqueda 2

La segunda fase del algoritmo forma los componentes fuertemente conectados del
grafico. Primero, el algoritmo invierte cada borde en el grafico. Esto garantiza que
durante la segunda bisqueda, siempre encontraremos componentes fuertemente
conectados que no tienen nodos adicionales.

Después de invertir los bordes, el grafico de ejemplo es el siguiente:

4 @ 6

Después de esto, el algoritmo recorre la lista de nodos creada por la primera
busqueda, en orden inverso. Si un nodo no pertenece a un componente, el
algoritmo crea un nuevo componente y comienza una busqueda en profundidad
que agrega todos los nodos nuevos encontrados durante la busqueda al nuevo
componente.

En el grafico de ejemplo, el primer componente comienza en el nodo 3:

Tenga en cuenta que dado que todos los bordes estan invertidos, el componente
no “se filtra” a otras partes del grafico.
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Los siguientes nodos en la lista son los nodos 7 y 6, pero ya pertenecen a un
componente, por lo que el siguiente nuevo componente comienza en el nodo 1:

Finalmente, el algoritmo procesa los nodos 5 y 4 que crean los componentes
fuertemente conectados restantes:

La complejidad temporal del algoritmo es O(n+m), porque el algoritmo realiza
dos busquedas en profundidad.

17.2 Problema 2SAT

La conectividad fuerte también esta relacionada con el problema 2SA’Iﬂ En
este problema, se nos da una férmula logica

(@1vbi)A(aaVba)A---A(amVdy),

donde cada a; y b; es una variable l6gica (x1,x9,...,X,) 0 una negaciéon de una
variable légica (—x1,x9,...,1x,). Los simbolos "A” y ”v” denotan operadores

”_ . »_.»

logicos ”y” y ”0”. Nuestra tarea es asignar a cada variable un valor para que la
formula sea verdadera, o indicar que esto no es posible.
Por ejemplo, la formula

L1 =(xgVx1)A(mxy Vxg) Alxg Vag) A(txg V xs) A (e Vxg)
es verdadera cuando las variables se asignan de la siguiente manera:

x1 = falso
x9 = falso
x3 = verdadero

x4 = verdadero

2E] algoritmo presentado aqui fue introducido en [4]. También existe otro algoritmo conocido
de tiempo lineal [19] que se basa en el retroceso.
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Sin embargo, la férmula
Lz = (x1 Vv xg) A (x1 Vv —ng) N (—|x1 Vx3) N (—|x1 \Y _UC3)

siempre es falsa, independientemente de como asignemos los valores. La razéon
de esto es que no podemos elegir un valor para x1 sin crear una contradiccién. Si
x1 es falso, tanto x2 como —x9 deberian ser verdaderos, lo cual es imposible, y si
x1 es verdadero, tanto x3 como —x3 deberian ser verdaderos, lo cual también es
imposible.

El problema 2SAT se puede representar como un grafico cuyos nodos corre-
sponden a variables x; y negaciones —x;, y los bordes determinan las conexiones
entre las variables. Cada par (a; v b;) genera dos bordes: —a; — b; y 7b; — a;.
Esto significa que si a; no se cumple, b; debe cumplirse, y viceversa.

El grafico para la formula L1 es:

e N,

Y el grafico para la formula Ly es:

La estructura del grafo nos dice si es posible asignar los valores de las vari-
ables para que la formula sea verdadera. Resulta que esto se puede hacer
exactamente cuando no hay nodos x; y —x; tales que ambos nodos pertenezcan al
mismo componente fuertemente conectado. Si hay tales nodos, el grafo contiene
un camino desde x; a 7x; y también un camino desde —x; a x;, por lo que tanto x;
como —x; deben ser verdaderos lo cual no es posible.

En el grafo de la formula L; no hay nodos x; y —x; tales que ambos nodos
pertenezcan al mismo componente fuertemente conectado, por lo que existe una
solucion. En el grafo de la formula Lo todos los nodos pertenecen al mismo
componente fuertemente conectado, por lo que no existe una solucion.

Si existe una solucion, los valores para las variables se pueden encontrar
recorriendo los nodos del grafo de componentes en un orden de clasificacion
topolégica inverso. En cada paso, procesamos un componente que no contiene
aristas que conduzcan a un componente no procesado. Si las variables en el
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componente no han sido asignadas valores, sus valores seran determinados de

acuerdo con los valores en el componente, y si ya tienen valores, permanecen sin

cambios. El proceso contintia hasta que cada variable ha sido asignado un valor.
El grafo de componentes para la formula L1 es el siguiente:

D@

Los componentes son A = {—x4}, B ={x1,x9, 7x3}, C = {—x1,7x2,x3} y D = {x4}.
Al construir la solucién, primero procesamos el componente D donde x4 se vuelve
verdadero. Después de esto, procesamos el componente C donde x1 y x2 se vuelven
falsos y x3 se vuelve verdadero. Todas las variables han sido asignadas valores,
por lo que los componentes restantes A y B no cambian las variables.

Tenga en cuenta que este método funciona, porque el grafo tiene una estruc-
tura especial: si hay caminos desde el nodo x; al nodo x; y desde el nodo x; al
nodo —x;, entonces el nodo x; nunca se vuelve verdadero. La razén de esto es
que también hay un camino desde el nodo —x; al nodo —x;, y tanto x; como x; se
vuelven falsos.

Un problema mas dificil es el 3SAT problem, donde cada parte de la férmula
es de la forma (a; v b; v ¢;). Este problema es NP-dificil, por lo que no se conoce
ningun algoritmo eficiente para resolver el problema.
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Chapter 18

Consultas de arboles

Este capitulo discute técnicas para procesar consultas en subarboles y caminos
de un arbol enraizado. Por ejemplo, tales consultas son:

¢ ;Cuadl es el k-ésimo ancestro de un nodo?

;Cuadl es la suma de los valores en el subarbol de un nodo?

(Cual es la suma de los valores en un camino entre dos nodos?

;Cual es el ancestro comiin mas bajo de dos nodos?

18.1 Encontrar ancestros

El k-ésimo ancestro de un nodo x en un arbol enraizado es el nodo que alcan-
zaremos si nos movemos k niveles arriba desde x. Sea ancestro(x, k) denotar el
k-ésimo ancestro de un nodo x (o 0 si no hay tal ancestro). Por ejemplo, en el
siguiente arbol, ancestro(2,1) =1y ancestro(8,2) = 4.

Una manera facil de calcular cualquier valor de ancestro(x, k) es realizar una
secuencia de £ movimientos en el arbol. Sin embargo, la complejidad temporal
de este método es O(k), que puede ser lenta, porque un arbol de n nodos puede
tener una cadena de n nodos.
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Afortunadamente, usando una técnica similar a la usada en el Capitulo 16.3,
cualquier valor de ancestro(x, k) puede ser calculado eficientemente en tiempo
O(logk) después del preprocesamiento. La idea es precalcular todos los valores
ancestro(x, k) donde & < n es una potencia de dos. Por ejemplo, los valores para el
arbol anterior son los siguientes:

x|1 2 3 4 5 6 7 8
ancestro(x,1) |0 1 4 1 1 2 4 7
ancestro(x,2) |0 0 1 0 0 1 1 4
ancestro(x,4) |0 0 0 0 0 O O O

El preprocesamiento toma O(nlogn) tiempo, porque se calculan O(logn) val-
ores para cada nodo. Después de esto, cualquier valor de ancestro(x, k) puede ser
calculado en tiempo O(logk) representando £ como una suma donde cada término
es una potencia de dos.

18.2 Subarboles y caminos

Un arreglo de recorrido de arbol contiene los nodos de un arbol enraizado en
el orden en que una busqueda en profundidad desde el nodo raiz los visita. Por

ejemplo, en el arbol

una busqueda en profundidad procede de la siguiente manera:

Por lo tanto, la matriz de recorrido del arbol correspondiente es la siguiente:

1126|347 |8|9]|5
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Consultas de subarbol

Cada subarbol de un arbol corresponde a una submatriz de la matriz de recorrido
del arbol de modo que el primer elemento de la submatriz es el nodo raiz. Por
ejemplo, la siguiente submatriz contiene los nodos del subarbol del nodo 4:

1,263 [4|7|8[9)|5

Usando este hecho, podemos procesar eficientemente consultas que estan rela-
cionadas con subarboles de un arbol. Como ejemplo, considere un problema
donde cada nodo se le asigna un valor, y nuestra tarea es apoyar las siguientes
consultas:

e gctualizar el valor de un nodo
e calcular la suma de valores en el subarbol de un nodo

Considere el siguiente arbol donde los nimeros azules son los valores de los
nodos. Por ejemplo, la suma del subarbol del nodo4es 3+4+3+1=11.

La idea es construir una matriz de recorrido del arbol que contiene tres valores
para cada nodo: el identificador del nodo, el tamano del subarbol, y el valor del
nodo. Por ejemplo, la matriz para el arbol anterior es la siguiente:

node id 1,263 (4|7[8]9|5

subtree size

node value 213145134311

Usando esta matriz, podemos calcular la suma de valores en cualquier subar-
bol encontrando primero el tamaiio del subarbol y luego los valores de los nodos
correspondientes. Por ejemplo, los valores en el subarbol del nodo 4 se pueden
encontrar de la siguiente manera:

identificador del nodo 112|634 |7|8[9]5
tamaro del subarbol 912|114 |1(1/1]1
valor del nodo 2131451343 |11
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Para responder a las consultas de forma eficiente, basta con almacenar los
valores de los nodos en un arbol binario indexado o un arbol de segmentos.
Después de esto, podemos actualizar un valor y calcular la suma de los valores
en tiempo O(logn).

Consultas de ruta

Usando una matriz de recorrido de arbol, también podemos calcular de manera
eficiente las sumas de valores en rutas desde el nodo raiz hasta cualquier nodo
del arbol. Considere un problema donde nuestra tarea es admitir las siguientes
consultas:

e cambiar el valor de un nodo
¢ calcular la suma de valores en una ruta desde la raiz hasta un nodo

Por ejemplo, en el siguiente arbol, la suma de valores desde el nodo raiz hasta
elnodo 7es4+5+5=14:

Podemos resolver este problema como antes, pero ahora cada valor en la
ultima fila de la matriz es la suma de valores en una ruta desde la raiz hasta el
nodo. Por ejemplo, la siguiente matriz corresponde al arbol anterior:

identificador del nodo 1/2(6[3|4|7|8]9]|5
tamano del subarbol 91211 /4]1(1/1]1
suma de la ruta 419112719 |14|12/10| 6

Cuando el valor de un nodo aumenta en x, las sumas de todos los nodos en
su subarbol aumentan en x. Por ejemplo, si el valor del nodo 4 aumenta en 1, la
matriz cambia de la siguiente manera:

identificador de nodo 112163478915
tamano del subarbol 9121114111
suma de la ruta 4 191|12| 7 [10|15|13[11| 6
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Por lo tanto, para soportar ambas operaciones, deberiamos poder aumentar
todos los valores en un rango y recuperar un solo valor. Esto se puede hacer en
tiempo O(logn) usando un indice binario o un arbol de segmentos (ver Capitulo
9.4).

18.3 Antepasado comun mas bajo

El antepasado comin mas bajo de dos nodos de un arbol enraizado es el nodo
mas bajo cuyo subarbol contiene ambos nodos. Un problema tipico es procesar
de manera eficiente las consultas que piden encontrar el antepasado comin mas
bajo de dos nodos.

Por ejemplo, en el siguiente arbol, el antepasado comin mas bajo de los nodos
5y 8 es el nodo 2:

!@‘g’ ()

A continuacién, discutiremos dos técnicas eficientes para encontrar el an-
tepasado comin mas bajo de dos nodos.

Método 1

Una forma de resolver el problema es usar el hecho de que podemos encontrar
eficientemente el k-ésimo antepasado de cualquier nodo en el arbol. Usando esto,
podemos dividir el problema de encontrar el antepasado comiin mas bajo en dos
partes.

Usamos dos punteros que inicialmente apuntan a los dos nodos cuyo an-
tepasado comin mas bajo debemos encontrar. Primero, movemos uno de los
punteros hacia arriba para que ambos punteros apunten a nodos en el mismo
nivel.

En el escenario de ejemplo, movemos el segundo puntero un nivel hacia arriba
para que apunte al nodo 6 que esta en el mismo nivel que el nodo 5:
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Después de esto, determinamos el nimero minimo de pasos necesarios para
mover ambos punteros hacia arriba para que apunten al mismo nodo. El nodo al
que apuntan los punteros después de esto es el antepasado comin mas bajo.

En el escenario de ejemplo, basta con mover ambos punteros un paso hacia
arriba al nodo 2, que es el antepasado comun mas bajo:

Dado que ambas partes del algoritmo se pueden realizar en tiempo O(logn)
utilizando informacién precalculada, podemos encontrar el ancestro comin mas
bajo de dos nodos en tiempo O(logn).

Método 2

Otra forma de resolver el problema se basa en una matriz de recorrido de ar-
bol'l Una vez mas, la idea es recorrer los nodos utilizando una bisqueda en

profundidad:

IEste algoritmo de ancestro comin maés bajo se present6 en [[7]. Esta técnica a veces se llama
la técnica de recorrido de Euler técnica de recorrido de Euler [66].
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Sin embargo, usamos una matriz de recorrido de arbol diferente a la anterior:
agregamos cada nodo a la matriz siempre cuando la bisqueda en profundidad
recorre el nodo, y no solo en la primera visita. Por lo tanto, un nodo que tiene £
hijos aparece k& + 1 veces en la matriz y hay un total de 2n — 1 nodos en la matriz.

Almacenamos dos valores en la matriz: el identificador del nodo y la profundi-
dad del nodo en el arbol. La siguiente matriz corresponde al arbol anterior:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
identificador del nodo 11252 |6(8|6[2|1|3|1(4]|7/4]|1
profundidad 1/12(3/2(3[4(3|2]|1|2|1]2|3|2]|1
Ahora podemos encontrar el antepasado comuin mas bajo de los nodos a y b
encontrando el nodo con la profundidad minima entre los nodos a y b en el array.
Por ejemplo, el antepasado comiin mas bajo de los nodos 5 y 8 se puede encontrar
de la siguiente manera:
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
identificador del nodo 1/2/5/2|/6|8|6|2|1|3|1(4|7(4]1
profundidad 1121323 31211212 |3|2]|1
1

El nodo 5 esta en la posicion 2, el nodo 8 esta en la posicién 5, y el nodo con la
profundidad minima entre las posiciones 2...5 es el nodo 2 en la posicion 3 cuya
profundidad es 2. Por lo tanto, el antepasado comiin mas bajo de los nodos 5y 8
es el nodo 2.

Por lo tanto, para encontrar el antepasado comtun mas bajo de dos nodos,
basta con procesar una consulta de rango minimo. Como el array es estatico,
podemos procesar tales consultas en tiempo O(1) después de un preprocesamiento
de tiempo O(nlogn).
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Distancias de los nodos

La distancia entre los nodos a y b es igual a la longitud del camino de a a b.
Resulta que el problema de calcular la distancia entre los nodos se reduce a
encontrar su antepasado comiin mas bajo.

Primero, enraizamos el arbol arbitrariamente. Después de esto, la distancia
de los nodos a y b se puede calcular usando la férmula

profundidad(a) + profundidad(b) — 2 - profundidad(c),

donde c es el antepasado comin mas bajo de a y b y profundidad(s) denota la
profundidad del nodo s. Por ejemplo, considere la distancia de los nodos 5 y 8:

El antepasado comiin mas bajo de los nodos 5 y 8 es el nodo 2. Las profundi-
dades de los nodos son profundidad(5) = 3, profundidad(8) =4 y profundidad(2) = 2,
por lo que la distancia entre los nodos 5y 8 es 3+4—-2-2=3.

18.4 Algoritmos fuera de linea

Hasta ahora, hemos discutido algoritmos en linea para consultas de arboles. Esos
algoritmos son capaces de procesar consultas una tras otra de modo que cada
consulta se responda antes de recibir la siguiente consulta.

Sin embargo, en muchos problemas, la propiedad en linea no es necesaria.
En esta seccién, nos centramos en algoritmos fuera de linea. Esos algoritmos
reciben un conjunto de consultas que pueden ser respondidas en cualquier orden.
A menudo es mas facil disefiar un algoritmo fuera de linea en comparacién con
un algoritmo en linea.

Fusién de estructuras de datos

Un método para construir un algoritmo fuera de linea es realizar un recorrido
en profundidad del arbol y mantener estructuras de datos en los nodos. En cada
nodo s, creamos una estructura de datos d[s] que se basa en las estructuras de
datos de los hijos de s. Entonces, usando esta estructura de datos, se procesan
todas las consultas relacionadas con s.
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Como ejemplo, considere el siguiente problema: Se nos da un arbol donde
cada nodo tiene algun valor. Nuestra tarea es procesar consultas de la forma
“calcular el nimero de nodos con valor x en el subarbol del nodo s”. Por ejemplo,
en el siguiente arbol, el subarbol del nodo 4 contiene dos nodos cuyo valor es 3.

En este problema, podemos usar estructuras de mapa para responder a las
consultas. Por ejemplo, los mapas para el nodo 4 y sus hijos son los siguientes:

1 3 4
1 2 1
4 3 L
1 1 1

Si creamos tal estructura de datos para cada nodo, podemos procesar facil-
mente todas las consultas dadas, porque podemos manejar todas las consultas
relacionadas con un nodo inmediatamente después de crear su estructura de
datos. Por ejemplo, lo anterior estructura de mapa para el nodo 4 nos dice que su
subarbol contiene dos nodos cuyo valor es 3.

Sin embargo, seria demasiado lento crear todas las estructuras de datos desde
cero. En cambio, en cada nodo s, creamos una estructura de datos inicial d[s] que
solo contiene el valor de s. Después de esto, revisamos los hijos de s y fusionamos
d[s] y todas las estructuras de datos d[z] donde u es un hijo de s.

Por ejemplo, en el arbol anterior, el mapa para el nodo 4 se crea fusionando
los siguientes mapas:

Aqui, el primer mapa es la estructura de datos inicial para el nodo 4, y los
otros tres mapas corresponden a los nodos 7, 8 y 9.

La fusion en el nodo s se puede hacer de la siguiente manera: Recorremos los
hijos de s y en cada hijo u fusionamos d[s] y d[u]. Siempre copiamos el contenido
de d[u] a d[s]. Sin embargo, antes de esto, intercambiamos el contenido de d[s] y
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d[u] si d[s] es menor que d[u]. Al hacer esto, cada valor se copia solo O(logn) veces
durante el recorrido del arbol, lo que garantiza que el algoritmo sea eficiente.

Para intercambiar el contenido de dos estructuras de datos a y b de manera
eficiente, solo podemos usar el siguiente cédigo:

swap(a,b);

Esta garantizado que el cédigo anterior funciona en tiempo constante cuando a y
b son estructuras de datos de la biblioteca estandar de C++.

Antepasados comunes mas bajos

También existe un algoritmo fuera de linea para procesar un conjunto de consultas
de antepasados comunes mas bajoﬂ El algoritmo se basa en la estructura de
datos union-find (ver Capitulo 15.2), y el beneficio del algoritmo es que es mas
facil de implementar que los algoritmos discutidos anteriormente en este capitulo.
El algoritmo se le da como entrada un conjunto de pares de nodos, y determina
para cada uno de estos pares el antepasado comtun mas bajo de los nodos. El
algoritmo realiza un recorrido en profundidad del arbol y mantiene conjuntos
disjuntos de nodos. Inicialmente, cada nodo pertenece a un conjunto separado.
Para cada conjunto, también almacenamos el nodo mas alto en el arbol que
pertenece al conjunto.

Cuando el algoritmo visita un nodo x, recorre todos los nodos y tales que el
antepasado comin mas bajo de x e y tiene que ser encontrado. Si y ya ha sido
visitado, el algoritmo informa que el antepasado comtun mas bajo de x e y es
el nodo mas alto en el conjunto de y. Luego, después de procesar el nodo x, el
algoritmo une los conjuntos de x y su padre.

Por ejemplo, suponga que queremos encontrar el mas bajo antepasados co-
munes de pares de nodos (5,8) y (2,7) en el siguiente arbol:

En los siguientes arboles, los nodos grises denotan nodos visitados y los grupos
de nodos discontinuos pertenecen al mismo conjunto. Cuando el algoritmo visita
el nodo 8, observa que el nodo 5 ha sido visitado y el nodo més alto en su conjunto
es 2. Por lo tanto, el antepasado comin mas bajo de los nodos 5y 8 es 2:

2Este algoritmo fue publicado por R. E. Tarjan en 1979 [65].
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Mas tarde, al visitar el nodo 7, el algoritmo determina que el antepasado
comuin mas bajo de los nodos 2y 7 es 1:
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Chapter 19

Caminos y circuitos

Este capitulo se centra en dos tipos de caminos en grafos:

* Un camino Euleriano es un camino que atraviesa cada arista exactamente
una vez.

¢ Un camino Hamiltoniano es un camino que visita cada nodo exactamente
una vez.

Si bien los caminos Eulerianos y Hamiltonianos parecen conceptos similares
a primera vista, los problemas computacionales relacionados con ellos son muy
diferentes. Resulta que hay una regla simple que determina si un grafo contiene
un camino Euleriano, y también existe un algoritmo eficiente para encontrar
dicho camino si existe. Por el contrario, verificar la existencia de un camino
Hamiltoniano es un problema NP-dificil, y no se conoce ningin algoritmo eficiente
para resolver el problema.

19.1 Caminos Eulerianos

Un camino Euleriand] es un camino que atraviesa exactamente una vez cada
arista del grafo. Por ejemplo, el grafo

tiene un camino Euleriano desde el nodo 2 hasta el nodo 5:

1. Euler estudi6 este tipo de caminos en 1736 cuando resolvié el famoso problema de los
puentes de Konigsberg. Este fue el nacimiento de la teoria de grafos.
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Un circuito Euleriano es un camino Euleriano que comienza y termina en el
mismo nodo. Por ejemplo, el grafo

e

tiene un circuito Euleriano que comienza y termina en el nodo 1:

Existencia

La existencia de caminos y circuitos Eulerianos depende de los grados de los
nodos. Primero, un grafo no dirigido tiene un camino Euleriano exactamente
cuando todas las aristas pertenecen al mismo componente conectado y

* el grado de cada nodo es par o

¢ ¢l grado de exactamente dos nodos es impar, y el grado de todos los demas
nodos es par.

En el primer caso, cada camino Euleriano es también un circuito Euleriano.
En el segundo caso, los nodos de grado impar son los nodos de inicio y finalizacién
de un camino Euleriano que no es un circuito Euleriano. Por ejemplo, en el

grafico

los nodos 1, 3 y 4 tienen un grado de 2, y los nodos 2 y 5 tienen un grado de
3. Exactamente dos nodos tienen un grado impar, por lo que hay un camino
euleriano entre los nodos 2 y 5, pero el grafico no contiene un circuito euleriano.
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En un grafico dirigido, nos centramos en los grados de entrada y salida de
los nodos. Un grafico dirigido contiene un camino euleriano exactamente cuando
todos los bordes pertenecen al mismo componente conectado y

* en cada nodo, el grado de entrada es igual al grado de salida, o

* en un nodo, el grado de entrada es uno mayor que el grado de salida, en
otro nodo, el grado de salida es uno mayor que el grado de entrada, y en
todos los demas nodos, el grado de entrada es igual al grado de salida.

En el primer caso, cada camino euleriano también es un circuito euleriano, y
en el segundo caso, el grafico contiene un camino euleriano que comienza en el
nodo cuyo grado de salida es mayor y termina en el nodo cuyo grado de entrada
es mayor.

Por ejemplo, en el grafico

i
b

los nodos 1, 3 y 4 tienen tanto grado de entrada 1 como grado de salida 1, el nodo
2 tiene grado de entrada 1 y grado de salida 2, y el nodo 5 tiene grado de entrada
2 y grado de salida 1. Por lo tanto, el grafico contiene un camino euleriano desde
el nodo 2 hasta el nodo 5:

Algoritmo de Hierholzer

Algoritmo de Hierholzelﬂ es un método eficiente para construir un circuito
euleriano. El algoritmo consiste en varias rondas, cada una de las cuales agrega
nuevos bordes al circuito. Por supuesto, asumimos que el grafico contiene un cir-
cuito euleriano; de lo contrario, el algoritmo de Hierholzer no puede encontrarlo.

Primero, el algoritmo construye un circuito que contiene algunos (no necesari-
amente todos) de los bordes del grafico. Después de esto, el algoritmo extiende el
circuito paso a paso agregando subcircuitos a él. El proceso contintda hasta que
se han agregado todos los bordes al circuito.

El algoritmo extiende el circuito siempre buscando un nodo x que pertenece
al circuito pero tiene un borde saliente que no esta incluido en el circuito. El

2E] algoritmo fue publicado en 1873 después de la muerte de Hierholzer [35].
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algoritmo construye un nuevo camino desde el nodo x que solo contiene bordes
que aun no estan en el circuito. Tarde o temprano, el camino volvera al nodo x, lo
que crea un subcircuito.

Si el grafico solo contiene un camino euleriano, ain podemos usar el algoritmo
de Hierholzer para encontrarlo agregando un borde extra al grafico y eliminando
el borde después de que el circuito se haya construido. Por ejemplo, en un grafico
no dirigido, agregamos el borde extra entre los dos nodos de grado impar.

A continuacion, veremos cémo el algoritmo de Hierholzer construye un circuito
euleriano para un grafico no dirigido.

Ejemplo

Consideremos el siguiente grafico:

Supongamos que el algoritmo primero crea un circuito que comienza en el
nodo 1. Un posible circuitoes 1 -2 —3 — 1:
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Finalmente, el algoritmo agrega el subcircuito 6 — 3 — 4 — 7 — 6 al circuito:

Ahora todos los bordes estan incluidos en el circuito, por lo que hemos construido
con éxito un circuito euleriano.

19.2 Caminos hamiltonianos

Un camino hamiltoniano es un camino que visita cada nodo del grafo exacta-
mente una vez. Por ejemplo, el grafo

contiene un camino hamiltoniano desde el nodo 1 hasta el nodo 3:

(s
1- 0

Si un camino hamiltoniano comienza y termina en el mismo nodo, se llama cir-
cuito hamiltoniano. El grafico anterior también tiene un circuito hamiltoniano
que comienza y termina en el nodo 1:
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Existencia

No se conoce ningin método eficiente para probar si un grafico contiene un camino
hamiltoniano, y el problema es NP-dificil. Aun asi, en algunos casos especiales,
podemos estar seguros de que un grafico contiene un camino hamiltoniano.

Una simple observacion es que si el grafico es completo, es decir, existe una
arista entre todos los pares de nodos, también contiene un camino hamiltoniano.
También se han logrado resultados mas fuertes:

* Teorema de Dirac: Si el grado de cada nodo es al menos n/2, el grafico
contiene un camino hamiltoniano.

¢ Teorema de Ore: Sila suma de grados de cada par de nodos no adyacentes
es al menos n, el grafico contiene un camino hamiltoniano.

Una propiedad comun en estos teoremas y otros resultados es que garantizan
la existencia de un camino hamiltoniano si el grafico tiene un gran niimero de
aristas. Esto tiene sentido, porque cuantas mas aristas contiene el grafico, mas
posibilidades hay de construir un camino hamiltoniano.

Construccién

Dado que no existe una forma eficiente de comprobar si existe un camino hamilto-
niano, es claro que tampoco existe un método para construir el camino de forma
eficiente, porque de lo contrario, podriamos simplemente intentar construir el
camino y ver si existe.

Una forma simple de buscar un camino hamiltoniano es utilizar un algoritmo
de retroceso que recorre todas las formas posibles de construir el camino. La
complejidad temporal de dicho algoritmo es al menos O(n!), porque hay n! formas
diferentes de elegir el orden de n nodos.

Una soluciéon mas eficiente se basa en la programacion dindmica (ver Capitulo
10.5). La idea es calcular los valores de una funcién posible(S,x), donde S es
un subconjunto de nodos y x es uno de los nodos. La funcién indica si existe un
camino hamiltoniano que visita los nodos de S y termina en el nodo x. Es posible
implementar esta solucién en O(2"n?) tiempo.

19.3 Secuencias de De Bruijn

Una Secuencia de De Bruijn es una cadena que contiene cada cadena de
longitud n exactamente una vez como subcadena, para un alfabeto fijo de &
caracteres. La longitud de dicha cadena es k" + n — 1 caracteres. Por ejemplo,
cuando n =3y k =2, un ejemplo de una secuencia de De Bruijn es

0001011100.

Las subcadenas de esta cadena son todas combinaciones de tres bits: 000, 001,
010, 011, 100, 101, 110 y 111.
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Resulta que cada secuencia de De Bruijn corresponde a un camino euleriano
en un grafo. La idea es construir un grafo donde cada nodo contiene una cadena
de n — 1 caracteres y cada arista agrega un caracter a la cadena. El siguiente
grafo corresponde al escenario anterior:

Un camino euleriano en este grafo corresponde a una cadena que contiene
todas las cadenas de longitud n. La cadena contiene los caracteres del nodo inicial
y todos los caracteres de las aristas. El nodo inicial tiene n — 1 caracteres y hay
k™ caracteres en las aristas, por lo que la longitud de la cadena es " +n — 1.

19.4 Recorridos del caballo

Un recorrido del caballo es una secuencia de movimientos de un caballo
en un tablero de ajedrez n x n siguiendo las reglas del ajedrez de modo que el
caballo visite cada casilla exactamente una vez. Un recorrido del caballo se
llama recorrido cerrado si el caballo finalmente regresa a la casilla inicial y de lo
contrario se llama recorrido abierto.

Por ejemplo, aqui hay un recorrido abierto del caballo en un tablero de 5 x 5:

14 /(111625
1211712 | 5 |10
31207 24|15
181322 9 | 6
2181914 |23

Un recorrido del caballo corresponde a un camino hamiltoniano en un grafo
cuyos nodos representan las casillas del tablero, y dos nodos estan conectados
con una arista si un caballo puede moverse entre las casillas de acuerdo con las
reglas del ajedrez.

Una forma natural de construir un recorrido del caballo es usar el retroceso.
La busqueda se puede hacer mas eficiente utilizando heuristicas que intentan
guiar al caballo para que se encuentre rapidamente un recorrido completo.
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Regla de Warnsdorf

Regla de Warnsdorf es una heuristica simple y efectiva para encontrar un
recorrido del caballoﬂ Usando la regla, es posible construir eficientemente un
recorrido incluso en un tablero grande. La idea es siempre mover el caballo de
modo que termine en un cuadrado donde el nimero de movimientos posibles es
lo mds pequerio posible.

Por ejemplo, en la siguiente situacion, hay cinco cuadrados posibles a los que
el caballo puede moverse (cuadrados a...e):

1 a

En esta situacion, la regla de Warnsdorf mueve el caballo al cuadrado a, porque
después de esta eleccion, solo hay un movimiento posible. Las otras opciones
moverian el caballo a cuadrados donde habria tres movimientos disponibles.

3Esta heuristica fue propuesta en el libro de Warnsdorf [69] en 1823. También hay algoritmos
polinomiales para encontrar recorridos del caballo [562], pero son mas complicados.
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Chapter 20

Flujos y cortes

En este capitulo, nos centraremos en los siguientes dos problemas:

¢ Encontrar un flujo maximo: ;Cual es la cantidad maxima de flujo que
podemos enviar de un nodo a otro nodo?

* Encontrar un corte minimo: ;Cual es un conjunto de aristas de peso
minimo que separa dos nodos del grafo?

La entrada para ambos problemas es un grafo dirigido, con pesos que contiene
dos nodos especiales: la fuente es un nodo sin aristas entrantes, y el sumidero es
un nodo sin aristas salientes.

Como ejemplo, usaremos el siguiente grafo donde el nodo 1 es la fuente y el
nodo 6 es el sumidero:

Flujo maximo

En el problema del flujo maximo, nuestra tarea es enviar la mayor cantidad de
flujo posible de la fuente al sumidero. El peso de cada arista es una capacidad
que restringe el flujo que puede pasar por la arista. En cada nodo intermedio, el
flujo entrante y saliente tiene que ser igual.

Por ejemplo, el tamafio maximo de un flujo en el grafo de ejemplo es 7. La
siguiente imagen muestra como podemos enrutar el flujo:

3/5 (2) o (3)505
(1) 1/8 (6)
4/4 a a 92/2

1/1
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La notacion v/k significa que se enruta un flujo de v unidades a través de
una arista cuya capacidad es de £ unidades. El tamaiio del flujo es 7, porque la
fuente envia 3 + 4 unidades de flujo y el sumidero recibe 5 + 2 unidades de flujo.
Es facil ver que este flujo es maximo, porque la capacidad total de las aristas que
conducen al sumidero es 7.

Corte minimo

En el problema del corte minimo, nuestra tarea es eliminar un conjunto de
aristas del grafo de modo que no haya camino desde la fuente al sumidero después
de la eliminacion y el peso total de las aristas eliminadas sea minimo.

El tamafio minimo de un corte en el grafo de ejemplo es 7. Basta con eliminar
las aristas 2 — 3y 4 — 5:

Después de eliminar los bordes, no habra ningin camino desde la fuente hasta
el sumidero. El tamaio del corte es 7, porque los pesos de los bordes eliminados
son 6 y 1. El corte es minimo, porque no hay una forma valida de eliminar bordes
del grafico de modo que su peso total sea menor que 7.

No es una coincidencia que el tamano maximo de un flujo y el tamano minimo de
un corte sean los mismos en el ejemplo anterior. Resulta que un flujo maximo y
un corte minimo son siempre igualmente grandes, por lo que los conceptos son
dos caras de la misma moneda.

A continuacion, discutiremos el algoritmo de Ford—Fulkerson que se puede
utilizar para encontrar el flujo maximo y el corte minimo de un grafico. El
algoritmo también nos ayuda a entender por qué son igualmente grandes.

20.1 Algoritmo de Ford-Fulkerson

El algoritmo de Ford-Fulkerson [25] encuentra el flujo maximo en un grafico.
El algoritmo comienza con un flujo vacio, y en cada paso encuentra un camino
desde la fuente hasta el sumidero que genera mas flujo. Finalmente, cuando el
algoritmo no puede aumentar el flujo mas, se ha encontrado el flujo maximo.

El algoritmo utiliza una representacion especial del grafico donde cada borde
original tiene un inverso borde en otra direccion. El peso de cada borde indica
cuanta mas flujo podriamos enrutar a través de él. Al comienzo del algoritmo, el
peso de cada borde original es igual a la capacidad del borde y el peso de cada
borde inverso es cero.
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La nueva representacion para el grafico de ejemplo es la siguiente:

Descripcién del algoritmo

El algoritmo de Ford-Fulkerson consta de varios rondas. En cada ronda, el
algoritmo encuentra un camino desde la fuente hasta el sumidero tal que cada
borde en el camino tiene un peso positivo. Si hay mas de un camino posible
disponible, podemos elegir cualquiera de ellos.

Por ejemplo, supongamos que elegimos el siguiente camino:

Después de elegir la ruta, el flujo aumenta en x unidades, donde x es el peso
de borde mas pequeno en la ruta. Ademas, el peso de cada borde en la ruta
disminuye en x y el peso de cada borde inverso aumenta en x.

En la ruta anterior, los pesos de los bordes son 5, 6, 8 y 2. El peso mas pequefio
es 2, por lo que el flujo aumenta en 2 y el nuevo grafico es el siguiente:

La idea es que aumentar el flujo disminuye la cantidad de flujo que puede
pasar a través de los bordes en el futuro. Por otro lado, es posible cancelar el flujo
mas tarde usando los bordes inversos del grafico si resulta que seria beneficioso
enrutar el flujo de otra manera.

El algoritmo aumenta el flujo mientras exista una ruta desde la fuente hasta
el sumidero a través de bordes de peso positivo. En el ejemplo actual, nuestra
siguiente ruta puede ser la siguiente:
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El peso minimo de la arista en este camino es 3, por lo que el camino aumenta
el flujo en 3, y el flujo total después de procesar el camino es 5.
El nuevo grafico sera como sigue:

Todavia necesitamos dos rondas méas antes de alcanzar el flujo maximo. Por
ejemplo, podemos elegir los caminos 1 -2—-3—-6y1—4—5—3—6. Ambos
caminos aumentan el flujo en 1, y el grafico final es como sigue:

No es posible aumentar el flujo mas, porque no hay camino desde la fuente
al sumidero con pesos de borde positivos. Por lo tanto, el algoritmo termina y el
flujo maximo es 7.

Encontrar caminos

El algoritmo de Ford—Fulkerson no especifica cémo debemos elegir los caminos
que aumentan el flujo. En cualquier caso, el algoritmo terminara tarde o tem-
prano y encontrara correctamente el flujo maximo. Sin embargo, la eficiencia del
algoritmo depende de la forma en que se eligen los caminos.

Una forma sencilla de encontrar caminos es usar la busqueda en profundidad.
Por lo general, esto funciona bien, pero en el peor de los casos, cada camino solo
aumenta el flujo en 1 y el algoritmo es lento. Afortunadamente, podemos evitar
esta situacion utilizando una de las siguientes técnicas:
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El algoritmo de Edmonds-Karp [18] elige cada camino de modo que el
numero de aristas en el camino sea lo mas pequeno posible. Esto se puede hacer
utilizando la bisqueda en amplitud en lugar de la bisqueda en profundidad para
encontrar caminos. Se puede probar que esto garantiza que el flujo aumente
réapidamente, y la complejidad temporal del algoritmo es O(m?n).

El algoritmo de escalado [2] utiliza la bisqueda en profundidad para
encontrar caminos donde cada peso de arista es al menos un valor umbral.
Inicialmente, el valor umbral es algin ndamero grande, por ejemplo, la suma
de todos los pesos de arista del grafico. Siempre que no se pueda encontrar un
camino, el valor umbral se divide por 2. La complejidad temporal del algoritmo
es O(m2logc), donde c es el valor umbral inicial.

En la practica, el algoritmo de escalado es mas facil de implementar, porque
la busqueda en profundidad se puede utilizar para encontrar caminos. Ambos
algoritmos son lo suficientemente eficientes para problemas que normalmente
aparecen en las competiciones de programacion.

Cortes minimos

Resulta que una vez que el algoritmo de Ford—Fulkerson ha encontrado un flujo
maximo, también ha determinado un corte minimo. Sea A el conjunto de nodos
que se pueden alcanzar desde la fuente usando aristas de peso positivo. En el
grafico de ejemplo, A contiene los nodos 1, 2 y 4:

Ahora, el corte minimo consta de los bordes del grafico original que comienzan
en algin nodo en A, terminan en algin nodo fuera de A, y cuya capacidad se
utiliza completamente en el flujo maximo. En el grafico anterior, estos bordes son
2 —3y4—5, que corresponden al corte minimo 6 +1="7.

¢Por qué el flujo producido por el algoritmo es maximo y por qué es el corte
minimo? La razon es que un grafico no puede contener un flujo cuyo tamano sea
mayor que el peso de cualquier corte del grafico. Por lo tanto, siempre que un
flujo y un corte son igualmente grandes, son un flujo maximo y un corte minimo.

Consideremos cualquier corte del grafico tal que la fuente pertenezca a A, el
sumidero pertenezca a B y haya algunos bordes entre los conjuntos:
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El tamaiio del corte es la suma de los bordes que van de A a B. Este es un
limite superior para el flujo en el grafico, porque el flujo tiene que proceder de A
a B. Por lo tanto, el tamano de un flujo maximo es menor o igual que el tamario
de cualquier corte en el grafico.

Por otro lado, el algoritmo de Ford—Fulkerson produce un flujo cuyo tamarfio
es exactamente tan grande como el tamafo de un corte en el grafico. Por lo tanto,
el flujo tiene que ser un flujo maximo y el corte tiene que ser un corte minimo.

20.2 Caminos disjuntos

Muchos problemas de graficos se pueden resolver reduciéndolos al problema de
flujo maximo. Nuestro primer ejemplo de tal problema es el siguiente: se nos da
un grafico dirigido con una fuente y un sumidero, y nuestra tarea es encontrar el
numero maximo de caminos disjuntos desde la fuente hasta el sumidero.

Caminos disjuntos de borde

Primero nos centraremos en el problema de encontrar el nimero maximo de
caminos disjuntos de borde desde la fuente hasta el sumidero. Esto significa
que debemos construir un conjunto de caminos de modo que cada borde aparezca
en como maximo un camino.

Por ejemplo, considere el siguiente grafico:

a‘: :.e

En este grafico, el nimero maximo de caminos disjuntos de borde es 2. Pode-
mos elegir los caminos 1 -2—-4—-3—-6y1—4—5— 6 de la siguiente manera:

Resulta que el nimero maximo de caminos disjuntos de aristas es igual al flujo
maximo del grafo, asumiendo que la capacidad de cada arista es uno. Después de
que se ha construido el flujo maximo, los caminos disjuntos de aristas se pueden
encontrar codiciosamente siguiendo caminos desde la fuente hasta el sumidero.

Caminos disjuntos de nodos

Consideremos ahora otro problema: encontrar el nimero maximo de caminos
disjuntos de nodos desde la fuente hasta el sumidero. En este problema, cada
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nodo, excepto la fuente y el sumidero, puede aparecer en como maximo un camino.
El nimero de caminos disjuntos de nodos puede ser menor que el namero de
caminos disjuntos de aristas.

Por ejemplo, en el grafico anterior, el niimero maximo de caminos disjuntos de
nodos es 1:

También podemos reducir este problema al problema de flujo maximo. Dado
que cada nodo puede aparecer en como maximo un camino, tenemos que limitar
el flujo que pasa por los nodos. Un método estandar para esto es dividir cada
nodo en dos nodos de modo que el primer nodo tenga las aristas entrantes del
nodo original, el segundo nodo tenga las aristas salientes del nodo original, y
haya una nueva arista desde el primer nodo hasta el segundo nodo.

En nuestro ejemplo, el grafico se convierte en el siguiente:

El flujo maximo para el grafico es el siguiente:

Por lo tanto, el nimero maximo de caminos nodo-disjuntos desde la fuente
hasta el sumidero es 1.

20.3 Emparejamientos maximos

El problema del emparejamiento maximo pide encontrar un conjunto de
tamano maximo de pares de nodos en un grafo no dirigido tal que cada par esté
conectado con una arista y cada nodo pertenezca a como maximo un par.
Existen algoritmos polinomiales para encontrar emparejamientos maximos
en grafos generales [17], pero tales algoritmos son complejos y rara vez se ven
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en concursos de programacién. Sin embargo, en grafos bipartitos, el problema
del emparejamiento maximo es mucho mas facil de resolver, porque podemos
reducirlo al problema de flujo maximo.

Encontrar emparejamientos maximos

Los nodos de un grafo bipartito siempre se pueden dividir en dos grupos de modo
que todas las aristas del grafo vayan del grupo izquierdo al grupo derecho. Por
ejemplo, en el siguiente grafo bipartito, los grupos son {1,2,3,4} y {5,6,7,8}.

G@\@G)
@!@ -

El tamaio de un emparejamiento maximo de este grafo es 3:

() (=)
(2) (=

\
QIO

<

Podemos reducir el problema del emparejamiento maximo bipartito al prob-
lema del flujo maximo agregando dos nuevos nodos al grafo: una fuente y un
sumidero. También agregamos aristas desde la fuente a cada nodo izquierdo y
desde cada nodo derecho hasta el sumidero. Después de esto, el tamafio de un
flujo maximo en el grafo es igual al tamano de un emparejamiento maximo en el
grafo original.

Por ejemplo, la reducciéon para el grafo anterior es como sigue:

El flujo maximo de este grafo es como sigue:
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Teorema de Hall

La Teorema de Hall se puede utilizar para averiguar si un grafo bipartito tiene
un emparejamiento que contiene todos los nodos izquierdos o derechos. Si el
numero de nodos izquierdos y derechos es el mismo, el teorema de Hall nos dice
si es posible construir un emparejamiento perfecto que contenga todos los
nodos del grafo.

Supongamos que queremos encontrar un emparejamiento que contenga todos
los nodos izquierdos. Sea X cualquier conjunto de nodos izquierdos y sea f(X) el
conjunto de sus vecinos. De acuerdo con el teorema de Hall, un emparejamiento
que contiene todos los nodos izquierdos existe exactamente cuando para cada X,
la condicién | X| < |f(X)| se cumple.

Estudiemos el teorema de Hall en el grafo de ejemplo. Primero, sea X = {1, 3}
lo que produce f(X) =1{5,6,8}:

G@\@GD
@2@ 2

La condicién del teorema de Hall se cumple, porque | X| =2y |f(X)| = 3. Luego,
sea X ={2,4} lo que produce f(X)={7}:

@@\@@
@26 o

En este caso, | X| =2y |f(X)| =1, por lo que la condicién del teorema de Hall
no se cumple. Esto significa que no es posible formar un emparejamiento perfecto
para el grafo. Este resultado no es sorprendente, porque ya sabemos que el
emparejamiento maximo del grafo es 3 y no 4.

Si la condicién del teorema de Hall no se cumple, el conjunto X proporciona
una explicacion por qué no podemos formar tal emparejamiento. Como X contiene
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mas nodos que f(X), no hay pares para todos los nodos en X. Por ejemplo, en el
grafo anterior, ambos nodos 2 y 4 deberian estar conectados con el nodo 7 lo cual
no es posible.

Teorema de Kénig

Una cubierta de nodos minima de un grafo es un conjunto minimo de nodos tal
que cada arista del grafo tiene al menos un extremo en el conjunto. En un grafo
general, encontrar una cubierta de nodos minima es un problema NP-duro. Sin
embargo, si el grafo es bipartito, el Teorema de Konig nos dice que el tamaino
de una cubierta de nodos minima y el tamafio de un emparejamiento maximo
son siempre iguales. Por lo tanto, podemos calcular el tamafo de una cubierta de
nodos minima usando un algoritmo de flujo maximo.

Consideremos el siguiente grafo con un emparejamiento maximo de tamano
3:

1

G@\@Q
@2@ >

Ahora el teorema de Konig nos dice que el tamano de una cubierta de nodos
minima también es 3. Tal cubierta se puede construir de la siguiente manera:

G@\@G)
@!@ -

Los nodos que no pertenecen a una cobertura de nodos minima forman un
conjunto independiente maximo. Este es el conjunto mas grande posible de
nodos tal que no hay dos nodos en el conjunto conectados con una arista. Una
vez mas, encontrar un conjunto independiente maximo en un grafico general es
un problema NP-dificil, pero en un grafico bipartito podemos usar el teorema de
Konig para resolver el problema de manera eficiente. En el grafico de ejemplo, el
conjunto independiente maximo es el siguiente:

g”
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20.4 Coberturas de caminos

Una cobertura de caminos es un conjunto de caminos en un grafico tal que
cada nodo del grafico pertenece a al menos un camino. Resulta que en los graficos
dirigidos y aciclicos, podemos reducir el problema de encontrar una cobertura de
caminos minima al problema de encontrar un flujo maximo en otro grafico.

Cobertura de caminos nodos-disjuntos

En una cobertura de caminos nodos-disjuntos, cada nodo pertenece a exac-
tamente un camino. Como ejemplo, considera el siguiente grafico:

s

Una cobertura de caminos nodos-disjuntos minima de este grafico consta de
tres caminos. Por ejemplo, podemos elegir los siguientes caminos:

® GO
@

\
L4

@)

Tenga en cuenta que uno de los caminos solo contiene el nodo 2, por lo que es
posible que un camino no contenga ninguna arista.

Podemos encontrar una cobertura de caminos nodos-disjuntos minima con-
struyendo un grdfico de coincidencia donde cada nodo del grafico original esta
representado por dos nodos: un nodo izquierdo y un nodo derecho. Hay una arista
de un nodo izquierdo a un nodo derecho si hay una arista en el grafico original.
Ademas, el grafico de coincidencia contiene una fuente y un sumidero, y hay
aristas de la fuente a todos los nodos izquierdos y de todos los nodos derechos al
sumidero.

Una coincidencia maxima en el grafico resultante corresponde a una cobertura
de caminos nodos-disjuntos minima en el grafico original. Por ejemplo, el sigu-
iente grafico de coincidencia para el grafico anterior contiene una coincidencia
maxima de tamaino 4:
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Cada arista en la coincidencia maxima del grafico de coincidencia corresponde
a una arista en la cubierta minima de camino sin nodos coincidentes del grafico
original. Por lo tanto, el tamaifio de la cubierta minima de camino sin nodos
coincidentes es n — ¢, donde n es el nimero de nodos en el grafico original y ¢ es
el tamarno de la coincidencia maxima.

Cubierta general de caminos

Una cubierta general de caminos es una cubierta de caminos donde un
nodo puede pertenecer a mas de un camino. Una cubierta general de caminos
minima puede ser mas pequefia que una cubierta minima de camino sin nodos
coincidentes, porque un nodo puede utilizarse varias veces en caminos. Considere
nuevamente el siguiente grafico:

w@z@

La cubierta general de caminos minima de este grafico consiste en dos caminos.
Por ejemplo, el primer camino puede ser el siguiente:

O @ B
—) @

Y el segundo camino puede ser el siguiente:
W ? 3 @
(5)
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Una cubierta general de caminos minima puede encontrarse casi como una
cubierta minima de camino sin nodos coincidentes. Basta con agregar algunas
aristas nuevas al grafico de coincidencia para que haya una arista a — b siempre
cuando haya un camino de a a b en el grafico original (posiblemente a través de
varias aristas).

El grafico de coincidencia para el grafico anterior es el siguiente:

Teorema de Dilworth

Una cadena es un conjunto de nodos de un grafo tal que no hay camino desde
ningun nodo a otro nodo usando las aristas del grafo. El Teorema de Dilworth
establece que en un grafo aciclico dirigido, el tamaiio de una cubierta de camino
general minima es igual al tamano de una cadena maxima.

Por ejemplo, los nodos 3 y 7 forman una cadena en el siguiente grafo:

@—©
O—(E—@

Esta es una cadena maxima, porque no es posible construir ninguna cadena
que contenga tres nodos. Hemos visto antes que el tamano de una cubierta de
camino general minima de este grafo consiste en dos caminos.
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Part 111

Temas avanzados
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Chapter 21

Teoria de numeros

Teoria de numeros es una rama de las matematicas que estudia los enteros.
La teoria de numeros es un campo fascinante, porque muchas preguntas que
involucran enteros son muy dificiles de resolver incluso si parecen simples a
primera vista.

Como ejemplo, considere la siguiente ecuacion:

x3+y3+z3:33

Es facil encontrar tres numeros reales x, y y z que satisfagan la ecuacion. Por
ejemplo, podemos elegir

N R R
Il
Ss

Sin embargo, es un problema abierto en la teoria de nimeros si hay tres enteros
x, ¥y z que satisfagan la ecuacién [6]].

En este capitulo, nos centraremos en conceptos basicos y algoritmos en teoria
de numeros. A lo largo del capitulo, asumiremos que todos los nimeros son

enteros, a menos que se indique lo contrario.

o)

21.1 Primos y factores

Un numero a se llama factor o divisor de un nimero b si a divide b. Si a es un
factor de b, escribimos a | b, y de lo contrario escribimos a 1 b. Por ejemplo, los
factores de 24 son 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 y 24.

Un ndmero n > 1 es un primo si sus unicos factores positivos son 1 y n. Por
ejemplo, 7, 19 y 41 son primos, pero 35 no es un primo, porque 5-7 = 35. Para
cada nimero n > 1, existe una unica factorizacion prima

—_ %1 a2 ar
n=p; Py "Dy >

donde p1,p2,...,pr son primos distintos y ai,as,...,a, son nimeros positivos.
Por ejemplo, la factorizacién prima de 84 es

84 =292.31.71,
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El nimero de factores de un nimero n es

k
7(n) = [[(a; + D),

i=1
porque para cada primo p;, hay «a; + 1 formas de elegir cuantas veces aparece
en el factor. Por ejemplo, el namero de factores de 84 es 7(84)=3-2-2=12. Los
factores son 1, 2, 3, 4, 6, 7, 12, 14, 21, 28, 42 y 84.
El suma de factores de n es

k k
on)=[]Q+pi+...+pi) =] ~—
i=1 i1 pi—1

donde la tultima férmula se basa en la formula de progresiéon geométrica. Por
ejemplo, la suma de factores de 84 es

231 32-1 72-1
2-1 3-1 7-1

El producto de factores de n es

0(84) = =7-4-8=224.

pn) =n"""2,
porque podemos formar 7(n)/2 pares de los factores, cada uno con producto n. Por
ejemplo, los factores de 84 producen los pares 1-84, 2-42, 3-28, etc., y el producto
de los factores es 1/(84) = 845 = 351298031616.

Un numero n se llama nimero perfecto si n = og(n)—n, es decir, n es igual a
la suma de sus factores entre 1 y n — 1. Por ejemplo, 28 es un nimero perfecto,
porque 28 =1+2+4+7+14.

Ndmero de primos

Es facil demostrar que hay un nimero infinito de primos. Si el niimero de primos
fuera finito, podriamos construir un conjunto P = {p1,p9,...,pr} que contendria
todos los primos. Por ejemplo, p1 =2, pa =3, ps =5, y asi sucesivamente. Sin
embargo, usando P, podriamos formar un nuevo primo

pip2---pntl

que es mas grande que todos los elementos de P. Esta es una contradiccion, y el
numero de primos tiene que ser infinito.

Densidad de primos

La densidad de los primos significa qué tan a menudo hay primos entre los
numeros. Sea 7n(n) el nimero de primos entre 1 y n. Por ejemplo, 7(10) = 4,
porque hay 4 primos entre 1y 10: 2,3,5y 7.

Es posible demostrar que

Inn

lo que significa que los primos son bastante frecuentes. Por ejemplo, el nimero
de primos entre 1y 108 es 7(10%) = 78498, y 10%/In10° =~ 72382.
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Conjeturas

Hay muchas conjeturas que involucran primos. La mayoria de la gente piensa
que las conjeturas son ciertas, pero nadie ha podido demostrarlas. Por ejemplo,
las siguientes conjeturas son famosas:

* Conjetura de Goldbach: Cada entero par n > 2 se puede representar
como una suma n =a + b de modo que tanto a como b sean primos.

¢ Conjetura de los primos gemelos: Existe un nimero infinito de pares
de la forma {p, p + 2}, donde tanto p como p + 2 son primos.

e Conjetura de Legendre: Siempre hay un primo entre los numeros n2 y
(n +1)2, donde n es cualquier entero positivo.

Algoritmos basicos

Si un ndmero n no es primo, se puede representar como un producto a - b, donde
a <+/nob</n,porlo que ciertamente tiene un factor entre 2 y [/n]. Usando
esta observacion, podemos tanto probar si un nimero es primo como encontrar la
factorizacion prima de un nimero en O(y/n) tiempo. La siguiente funcién prime
comprueba si el nimero dado n es primo. La funcién intenta dividir n por todos
los nimeros entre 2y |\/n], y si ninguno de ellos divide n, entonces n es primo.

bool prime(int n) {
if (n < 2) return false;
for (int x = 2; x*x <= n; x+t+) {
if (n%x == @) return false;
3

return true;

La siguiente funcién factors construye un vector que contiene la factorizacion
prima de n. La funcion divide n por sus factores primos, y los agrega al vector. El
proceso termina cuando el nimero restante n no tiene factores entre 2 y |\/n]. Si
n > 1, es primo y el dltimo factor.

vector<int> factors(int n) {
vector<int> f;
for (int x = 2; x*x <= n; x+t+) {
while (n%x == 0) {
f.push_back(x);

n /= x;
}
3
if (n > 1) f.push_back(n);
return f;
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Tenga en cuenta que cada factor primo aparece en el vector tantas veces como
divide al ndmero. Por ejemplo, 24 = 23 -3, por lo que el resultado de la funcién es
[2,2,2,3].

Criba de Eratéstenes

La criba de Eratéstenes es un algoritmo de preprocesamiento que construye
una matriz con la que podemos comprobar de forma eficiente si un nimero dado
entre 2...n es primo Yy, si no lo es, encontrar un factor primo del namero.

El algoritmo construye una matriz sieve cuyas posiciones 2,3,...,n se utilizan.
El valor sieve[k] = 0 significa que % es primo, y el valor sieve[k] # 0 significa que
k no es primo y uno de sus factores primos es sievelZ].

El algoritmo itera a través de los nimeros 2...n uno por uno. Siempre que
se encuentra un nuevo primo x, el algoritmo registra que los multiplos de x
(2x,3x,4x,...) no son primos, porque el nimero x los divide.

Por ejemplo, si n =20, la matriz es la siguiente:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
0/,0/2/0(3/0(2/3|5[0(3|]0|7|5,2,0|3[0|5

El siguiente cédigo implementa la criba de Eratéstenes. El cédigo asume que
cada elemento de sieve es inicialmente cero.

for (int x = 2; x <= n; x++) {
if (sieve[x]) continue;
for (int u = 2xx; u <= n; u += x) {
sievel[u] = x;

3

El bucle interno del algoritmo se ejecuta n/x veces para cada valor de x. Por
lo tanto, un limite superior para el tiempo de ejecucion del algoritmo es la suma

armonica
n

Z n/x=n/2+n/3+n/4+---+n/n=0(nlogn).
x=2
De hecho, el algoritmo es mas eficiente, porque el bucle interno solo se ejecu-
tara si el nimero x es primo. Se puede demostrar que el tiempo de ejecucion del
algoritmo es solo O(nloglogn), una complejidad muy cercana a O(n).

Algoritmo de Euclides

El maximo comun divisor de los nimeros a y b, ged(a, b), es el nimero mas
grande que divide tanto a a como a b, y el minimo comun multiplo de a y b,
lem(a,b), es el numero mas pequeno que es divisible por tanto a como b. Por
ejemplo, ged(24,36) = 12 y lem(24,36) = 72.
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El méaximo comin divisor y el minimo comin multiplo estan conectados de la
siguiente manera:

ab

lem(a,b) = —22
m(a,0) = @ b)

Algoritmo de Euclide{] proporciona una forma eficiente de encontrar el maximo
comun divisor de dos nimeros. El algoritmo se basa en la siguiente férmula:

med(a,b) = 4" b=0
mcd(b,a mod b) b#0

Por ejemplo,
mcd(24,36) = med(36,24) = med(24,12) = med(12,0) = 12.

El algoritmo se puede implementar de la siguiente manera:

int gcd(int a, int b) {
if (b == @) return a;
return gcd(b, a%b);

b

Se puede demostrar que el algoritmo de Euclides funciona en O(logn) tiempo,
donde n = min(a,b). El peor caso para el algoritmo es el caso en que a y b son
numeros de Fibonacci consecutivos. Por ejemplo,

med(13,8) = med(8,5) = mced(5,3) = med(3,2) = med(2,1) = med(1,0) = 1.

Funcién totiente de Euler

Los nameros a y b son coprimos si mcd(a,b) = 1. Funcion totiente de Euler
¢(n) da el namero de nimeros coprimos a n entre 1 y n. Por ejemplo, ¢(12) =4,
porque 1,5, 7y 11 son coprimos con 12.

El valor de ¢(n) se puede calcular a partir de la factorizacién prima de n
usando la formula

k
o) =] p{ " (pi-1.
=1

Por ejemplo, ¢(12) =2'-(2-1)-3°-(3 - 1) = 4. Tenga en cuenta que @(n) =n—1 si
n es primo.

21.2 Aritmética modular

En aritmética modular, el conjunto de nimeros esta limitado para que solo se
utilicen los nimeros 0,1,2,...,m — 1, donde m es una constante. Cada namero x

IBuclides fue un matemaético griego que vivié alrededor del afio 300 a. C. Este es quizas el
primer algoritmo conocido en la historia.

219



es representado por el nimero x mod m: el resto después de dividir x entre m.
Por ejemplo, si m = 17, entonces 75 esta representado por 75 mod 17 =17.

A menudo podemos tomar restos antes de hacer calculos. En particular, las
siguientes formulas se cumplen:

(x mod m + y mod m) mod m
(x mod m — y mod m) mod m
(x mod m -y mod m) mod m
(x mod m)" mod m

(x+y) mod m
(x—y) mod m
(x-y) mod m
x" mod m

Exponenciacién modular

A menudo es necesario calcular de manera eficiente el valor de x™ mod m. Esto
se puede hacer en O(logn) tiempo usando la siguiente recursion:

1 n=0
x" ={ x"2.x"2  p espar
"Ly n es impar

Es importante que en el caso de un n par, el valor de x™? se calcula solo una
vez. Esto garantiza que la complejidad temporal del algoritmo es O(logn), porque
n siempre se reduce a la mitad cuando es par.

La siguiente funcién calcula el valor de x” mod m:

int modpow(int x, int n, int m) {
if (n == @) return 1%m;
long long u = modpow(x,n/2,m);
u = (u*u)%m;
if (n%2 == 1) u = (u*x)%m;
return u;

Teorema de Fermat y teorema de Euler

Teorema de Fermat establece que

" Tmodm=1

cuando m es primo y x y m son coprimos. Esto también produce

k

x* mod m = x* med (m=D

mod m.
De manera mas general, teorema de Euler establece que
x?™ mod m =1

cuando x y m son coprimos. El teorema de Fermat se deriva del teorema de Euler,
porque si m es un primo, entonces @(m)=m — 1.
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Inverso modular

El inverso de x médulo m es un nidmero x~! tal que
xx ! mod m =1.

Por ejemplo, si x =6y m =17, entonces x ! = 3, porque 6-3 mod 17 =1.

Usando inversos modulares, podemos dividir nimeros médulo m, porque
la divisién por x corresponde a la multiplicacién por x~!. Por ejemplo, para
evaluar el valor de 36/6 mod 17, podemos usar la formula 2 -3 mod 17, porque
36 mod 17=2y 6 ! mod 17 = 3.

Sin embargo, un inverso modular no siempre existe. Por ejemplo, six =2y
m =4, la ecuacion

xx Tmodm=1

no se puede resolver, porque todos los multiplos de 2 son pares y el resto nunca
puede ser 1 cuando m = 4. Resulta que el valor de x~! mod m se puede calcular
exactamente cuando x y m son coprimos.

Si existe un inverso modular, se puede calcular usando la férmula

x 1 = pptm)-1

Si m es primo, la formula se convierte en

Por ejemplo,
6! mod 17=6'""2 mod 17 = 3.

Esta formula nos permite calcular eficientemente inversos modulares utilizando
el algoritmo de exponenciaciéon modular. La féormula se puede derivar utilizando
el teorema de Euler. Primero, el inverso modular debe satisfacer la siguiente
ecuacion:

xx 1 mod m =1.

Por otro lado, seguin el teorema de Euler,
x?™ mod m = xx?™ 1 mod m =1,

por lo que los nimeros x 1 y x#™~1 son iguales.

Aritmética informatica

En la programacién, los enteros sin signo se representan médulo 2%, donde % es
el namero de bits del tipo de datos. Una consecuencia habitual de esto es que un
numero se envuelve si se vuelve demasiado grande.

Por ejemplo, en C++, los numeros de tipo unsigned int se representan moé-
dulo 232. El siguiente cédigo declara una variable unsigned int cuyo valor es
123456789. Después de esto, el valor se multiplicara por si mismo, y el resultado
es 1234567892 mod 232 = 2537071545.

unsigned int x = 123456789;
cout << x*x << "\n"; // 2537071545
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21.3 Resolver ecuaciones

Ecuaciones diofanticas

Una ecuacion diofantica es una ecuacion de la forma
ax+by=c,

donde a, b y c son constantes y los valores de x e y deben encontrarse. Cada
numero en la ecuacién debe ser un entero. Por ejemplo, una soluciéon para la
ecuacion 5x+2y=11lesx=3 e y=—-2.

Podemos resolver eficientemente una ecuacion diofantica usando el algoritmo
de Euclides. Resulta que podemos extender el algoritmo de Euclides para que
encuentre numeros x e y que satisfagan la siguiente ecuacion:

ax+by=ged(a,bd)

Se puede resolver una ecuacion diofantica si c es divisible por ged(a,b), y de
lo contrario no se puede resolver.
Como ejemplo, encontremos nimeros x e y que satisfagan la siguiente ecuacion:

39x+ 15y = 12

La ecuacion se puede resolver porque gcd(39,15) =3 y 3| 12. Cuando el algoritmo
de Euclides calcula el maximo comun divisor de 39 y 15, produce la siguiente
secuencia de llamadas a funciones:

ged(39,15) = ged(15,9) = ged(9,6) = ged(6,3) = ged(3,0) =3

Esto corresponde a las siguientes ecuaciones:

39-2-15 = 9
15-1-9 = 6
9-1-6 = 3

Usando estas ecuaciones, podemos derivar
39-2+15-(-5)=3
y multiplicando esto por 4, el resultado es
39-8+15-(-20) =12,

por lo que una solucién a la ecuacién es x =8 e y = —20.

La solucién a una ecuacion diofantica no es tinica, porque podemos formar un
numero infinito de soluciones si conocemos una solucién. Si un par (x,y) es una
soluciéon, entonces también todos los pares

L kb ka
gcd(a, b)) ged(a,b)

(x

son soluciones, donde % es cualquier entero.
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Teorema chino del resto

El teorema chino del resto resuelve un grupo de ecuaciones de la forma

x = aimodmq
x = agmodmy
x = a,modm,

donde todos los pares de mi,mg,...,m, son primos entre si.
Sea x,! el inverso de x médulo m, y

mimsg---m
Xp=——"7"".
mp

Usando esta notacién, una solucién a las ecuaciones es
—a1 X1 X1, +asXeXo 4 40, X, X
X=a1a1 1m1+a’2 2 2m2+ tanin nmp-
En esta solucion, para cada k =1,2,...,n,
akaXk;llk mod mp = ay,

porque
Xka,_nlk mod mp =1.

Dado que todos los demas términos en la suma son divisibles por mp, no tienen
ningun efecto en el resto, y x mod mj = ay.
Por ejemplo, una solucién para

x = 3modb
x = 4mod7
x = 2mod3

es
3:21-1+4-15-1+2-35-2=1263.

Una vez que hayamos encontrado una solucién x, podemos crear un nimero
infinito de otras soluciones, porque todos los numeros de la forma

XxX+mimgo:---mpy

son soluciones.

21.4 Otros resultados

Teorema de Lagrange

El teorema de Lagrange establece que cada entero positivo se puede represen-
tar como una suma de cuatro cuadrados, es decir, a® + b2 + ¢? + d2. Por ejemplo,
el nimero 123 se puede representar como la suma 82 + 52 + 52 + 32
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Teorema de Zeckendorf

Teorema de Zeckendorf establece que todo entero positivo tiene una rep-
resentacion tnica como suma de numeros de Fibonacci tal que ningin par de
numeros son iguales o consecutivos nimeros de Fibonacci. Por ejemplo, el niimero
74 se puede representar como la suma 55+ 13 +5+ 1.

Triples pitagoéricas

Un triple pitagorico es una terna (a, b, c) que satisface el teorema de Pitagoras
a? + b2 = ¢2, lo que significa que hay un tridngulo rectdngulo con longitudes de
lado a, b y c. Por ejemplo, (3,4,5) es un triple pitagérico.

Si (a,b,c) es un triple pitagorico, todos los triples de la forma (ka,kb,kc)
también son triples pitagoricos donde £ > 1. Un triple pitagoérico es primitivo si a,
b y ¢ son coprimos, y todos los triples pitagéricos se pueden construir a partir de
triples primitivos utilizando un multiplicador &.

La formula de Euclides se puede utilizar para producir todos los triples
pitagoéricos primitivos. Cada uno de estos triples es de la forma

2 2

2 2
(n“—m-,2nm,n“ +m*),

donde 0 < m <n, ny m son coprimos y al menos uno de n y m es par. Por ejemplo,
cuando m =1y n =2, la férmula produce el triple pitagérico mas pequeno

(22-12,2-2-1,22+1%) = (3,4,5).

Teorema de Wilson

El teorema de Wilson establece que un nimero n es primo exactamente cuando
(n—-1)!'modn=n-1.
Por ejemplo, el namero 11 es primo, porque
10! mod 11 =10,
y el namero 12 no es primo, porque
11! mod 12=0#11.

Por lo tanto, el teorema de Wilson se puede utilizar para averiguar si un
numero es primo. Sin embargo, en la practica, el teorema no se puede aplicar
a valores grandes de n, porque es dificil calcular valores de (n —1)! cuando n es
grande.
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Chapter 22

Combinatoria

Combinatoria estudia métodos para contar combinaciones de objetos. Usual-
mente, el objetivo es encontrar una manera de contar las combinaciones de
manera eficiente sin generar cada combinacion por separado.

Como ejemplo, considere el problema de contar la cantidad de formas de
representar un entero n como una suma de enteros positivos. Por ejemplo, hay 8
representaciones para 4:

e 1+1+1+1 e 2+2
e 1+1+2 e 3+1
e 1+2+1 e 1+3
e 2+1+1 ° 4

Un problema combinatorio a menudo se puede resolver usando una funcién
recursiva. En este problema, podemos definir una funcién f(n) que da la cantidad
de representaciones para n. Por ejemplo, f(4) = 8 de acuerdo con el ejemplo
anterior. Los valores de la funcion se pueden calcular recursivamente de la
siguiente manera:

1 n=0
f(n):{
fO+fD)+---+f(n-1) n>0

El caso base es f(0) =1, porque la suma vacia representa el nimero 0. Entonces,
si n >0, consideramos todas las formas de elegir el primer nimero de la suma. Si
el primer ndmero es k, hay f(n — k) representaciones para la parte restante de la
suma. Por lo tanto, calculamos la suma de todos los valores de la forma f(n — k)
donde % < n.

Los primeros valores para la funcion son:

) =
fay =
f2) =
f@3) =
f4) =

[0 o N N e
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A veces, una férmula recursiva se puede reemplazar con una formula de forma
cerrada. En este problema,

fny=2""1

que se basa en el hecho de que hay n — 1 posiciones posibles para los signos +- en
la suma y podemos elegir cualquier subconjunto de ellos.

22.1 Coeficientes binomiales

El coeficiente binomial (Z) es igual al nimero de formas en que podemos elegir
un subconjunto de £ elementos de un conjunto de n elementos. Por ejemplo,
(g) =10, porque el conjunto {1,2,3,4,5} tiene 10 subconjuntos de 3 elementos:

{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,3,4},{1,3,5},{1,4,5},{2, 3,4},{2, 3,5},{2,4, 5},{3,4, 5}

Féormula 1

Los coeficientes binomiales se pueden calcular recursivamente de la siguiente

nera -l

La idea es fijar un elemento x en el conjunto. Si x esta incluido en el sub-
conjunto, tenemos que elegir & — 1 elementos de n — 1 elementos, y si x no esta
incluido en el subconjunto, tenemos que elegir 2 elementos de n — 1 elementos.

Los casos base para la recursiéon son

n n
0 n
porque siempre hay exactamente una forma de construir un subconjunto vacio y

un subconjunto que contiene todos los elementos.

Formula 2

Otra forma de calcular los coeficientes binomiales es la siguiente:

n\| n!
E] Eln-k)

Hay n! permutaciones de n elementos. Recorremos todas las permutaciones y
siempre incluimos los primeros %k elementos de la permutacién en el subconjunto.
Dado que el orden de los elementos en el subconjunto y fuera del subconjunto no
importa, el resultado se divide por k! y (n —&)!
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Propiedades

Para los coeficientes binomiales,

(%)

porque en realidad dividimos un conjunto de n elementos en dos subconjuntos: el
primero contiene k elementos y el segundo contiene n — & elementos.
La suma de los coeficientes binomiales es

B-E-E)-f

La razon del nombre “coeficiente binomial” se puede ver cuando el binomio
(a +b) se eleva a la nésima potencia:

@+b)" =" lap®+ | e+ .+ " late 1+ a0
0 1 n—-1 n

Los coeficientes binomiales también aparecen en el Triangulo de Pascal
donde cada valor es igual a la suma de dos valores arriba:

Cajas y bolas

”Cajas y bolas” es un modelo 1til, donde contamos las formas de colocar k& bolas
en n cajas. Consideremos tres escenarios:

Escenario 1: Cada caja puede contener como maximo una bola. Por ejemplo,
cuando n =5y k =2, hay 10 soluciones:

PSP P ey P S
PSP PP A P Y
PSS P Py S (Y
[

En este escenario, la respuesta es directamente el coeficiente binomial (Z)
Escenario 2: Una caja puede contener miltiples bolas. Por ejemplo, cuando
n =5y k=2, hay 15 soluciones:
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199 [
Lo La L L
I
Py
Le LI L]

[ Jlaall L]
[ el L]
[ el JLall ]
Iy [ [
| [

L e el ]
LIl el L]
LU el
LI el
I P

El proceso de colocar las bolas en las cajas puede ser representado como una
cadena que consiste en simbolos "0” y ”—”. Inicialmente, asumamos que estamos
parados en la caja mas a la izquierda. El simbolo ”0” significa que colocamos una
bola en la caja actual, y el simbolo ”—” significa que nos movemos a la siguiente
caja a la derecha.

Usando esta notacién, cada solucion es una cadena que contiene £ veces el
simbolo ”0” y n — 1 veces el simbolo ”—”. Por ejemplo, la solucion de arriba a la
derecha en la imagen anterior corresponde a la cadena ”— — 0 — 0 —”. Asi, el
nimero de soluciones es (© +Z_1).

Escenario 3: Cada caja puede contener como maximo una bola, y ademas,
ninguna de las dos cajas adyacentes puede contener una bola. Por ejemplo,

cuando n =5y k =2, hay 6 soluciones:

PSS P P Py P Y
PSS P Py P Y

En este escenario, podemos asumir que £ bolas se colocan inicialmente en las
cajas y hay una caja vacia entre cada dos cajas adyacentes. La tarea restante
es elegir las posiciones para las cajas vacias restantes. Hay n — 2k + 1 cajas de
este tipo y k£ + 1 posiciones para ellas. Asi, usando la formula del escenario 2, el

numero de soluciones es ( :—_2kk111)'

Coeficientes multinomiales

El coeficiente multinomial

n 3 nl
Ei,koy....km|  Eilkal -k

es igual al namero de maneras en que podemos dividir n elementos en subcon-
juntos de tamanos k1,k9,...,k;,, donde k1 + ko +---+k,, =n. Los coeficientes
multinomiales pueden verse como una generalizacién de los coeficientes bino-
miales; si m = 2, la formula anterior corresponde a la formula del coeficiente
binomial.
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22.2 Numeros de Catalan

El namero de Catalan C,, es igual al nimero de expresiones de paréntesis
validas que consisten en n paréntesis izquierdos y n paréntesis derechos.

Por ejemplo, C3 =5, porque podemos construir las siguientes expresiones de
paréntesis usando tres paréntesis izquierdos y derechos:

* 000
* (MO
* O
* (CON
¢ (OM

Expresiones de paréntesis

;Qué es exactamente una expresién de paréntesis vdlida? Las siguientes reglas
definen precisamente todas las expresiones de paréntesis validas:

* Una expresion de paréntesis vacia es valida.
* Si una expresion A es valida, entonces también la expresion (A) es valida.

* Silas expresiones A y B son validas, entonces también la expresion AB es
valida.

Otra forma de caracterizar expresiones de paréntesis validas es que si elegi-
mos cualquier prefijo de dicha expresion, tiene que contener al menos tantos
paréntesis izquierdos como paréntesis derechos. Ademas, la expresién completa
tiene que contener un nimero igual de paréntesis izquierdos y derechos.

Formula 1

Los nimeros de Catalan se pueden calcular usando la férmula

n—1

Crn=) CiCp_j-1.
1=0
La suma recorre las formas de dividir la expresién en dos partes de modo
que ambas partes sean validas expresiones y la primera parte sea lo mas corta
posible pero no vacia. Para cualquier i, la primera parte contiene i + 1 pares de
paréntesis y el namero de expresiones es el producto de los siguientes valores:

* C;: el nimero de formas de construir una expresiéon usando los paréntesis
de la primera parte, sin contar los paréntesis externos

* C,_i—1: el nimero de formas de construir un expresion usando los parénte-
sis de la segunda parte

El caso base es Cy =1, porque podemos construir una expresion de paréntesis
vacia usando cero pares de paréntesis.

229



Férmula 2

Los nimeros de Catalan también se pueden calcular usando coeficientes binomi-

ales:
1 (2
n+liln

La formula se puede explicar de la siguiente manera:

Hay un total de (2:) formas de construir una expresion de paréntesis (no
necesariamente valida) que contiene n paréntesis izquierdos y n paréntesis
derechos. Calculemos el nimero de tales expresiones que no son validas.

Si una expresion de paréntesis no es valida, tiene que contener un prefijo
donde el numero de paréntesis derechos excede el numero de paréntesis izquier-
dos. La idea es invertir cada paréntesis que pertenece a tal prefijo. Por ejemplo,
la expresion () () ( contiene un prefijo ()), y después de invertir el prefijo, la
expresion se convierte en ) ((() (.

La expresion resultante consta de n+1 paréntesis izquierdos y n—1 paréntesis
derechos. El nimero de tales expresiones es (nzfl), que es igual al nimero de
no validas expresiones de paréntesis. Por lo tanto, el nimero de expresiones de
paréntesis validas se puede calcular usando la formula

2n_2n_2n_n2n_12n
n n+l] | n n+iln| n+1ln/
Contar arboles

Los nimeros de Catalan también estan relacionados con los arboles:

* hay C,, arboles binarios de n nodos

* hay C,_1 arboles enraizados de n nodos

Por ejemplo, para C3 =5, los arboles binarios son

R SR

y los arboles enraizados son

G IRTYA
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22.3 Inclusion-exclusion

Inclusion-exclusion es una técnica que se puede usar para contar el tamano de
una union de conjuntos cuando se conocen los tamarios de las intersecciones, y
viceversa. Un ejemplo simple de la técnica es la formula

|AuB|=]A[+|B|-|ANB],

donde A y B son conjuntos y |X| denota el tamafio de X. La férmula se puede
ilustrar como sigue:

Nuestro objetivo es calcular el tamano de la unién A UB que corresponde al
area de la region que pertenece a al menos un circulo. La imagen muestra que
podemos calcular el area de A UB sumando primero las areas de A y B y luego
restando el 4rea de A nB.

La misma idea se puede aplicar cuando el nimero de conjuntos es mayor.
Cuando hay tres conjuntos, la formula de inclusién-exclusion es

[AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|AnB|-1AnC|-|BnC|+|AnBnC|

y la imagen correspondiente es

En el caso general, el tamaiio de la uniéon X; uXsU---UX, se puede calcular
recorriendo todas las posibles intersecciones que contienen algunos de los con-
juntos X1,Xo,...,X,. Sila interseccién contiene un nimero impar de conjuntos,
su tamario se agrega a la respuesta, y de lo contrario su tamano se resta de la
respuesta.

Tenga en cuenta que hay formulas similares para calcular el tamario de una
interseccion a partir de los tamafios de uniones. Por ejemplo,

|[AnB|=|Al+|B|-|AUBj

[ANnBnNnC|=]A|+|B|+|C|-|AuB|-|AuC|-|BuC|+]|AuBuC(C]|.
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Desarreglos

Como ejemplo, contemos el nimero de desarreglos de elementos {1,2,...,n}, es
decir, permutaciones donde ningiin elemento permanece en su posicioén original.
Por ejemplo, cuando n = 3, hay dos desarreglos: (2,3,1) y (3,1,2).

Un enfoque para resolver el problema es usar inclusién-exclusiéon. Sea X,
el conjunto de permutaciones que contienen el elemento k2 en la posicién k. Por
ejemplo, cuando n = 3, los conjuntos son los siguientes:

X1 {(1,2,3),(1,3,2)}
X {(1,2,3),(3,2,1)}
X3 = 1{1,2,3),(2,1,3)}

Usando estos conjuntos, el nimero de desarreglos es igual a
n!l—-1XjuXou---UX,l,

por lo que basta con calcular el tamano de la unién. Usando inclusién-exclusion,
esto se reduce a calcular tamafios de intersecciones que se pueden hacer de
manera eficiente. Por ejemplo, cuando n = 3, el tamaiio de | X1 UX9UX3]| es

| X1+ | Xo| +|X3| - | X1NnXa| - |X1NnX3| - [X2NX3]|+]X1NnX2NX3|
= 2+2+2-1-1-1+1
= 4,

por lo que el nimero de soluciones es 3! —4 = 2.

Resulta que el problema también se puede resolver sin usar inclusién-exclusion.
Sea f(n) el numero de desarreglos para {1,2,...,n}. Podemos usar la siguiente
féormula recursiva:

0 n=1
f(n)=+1 n=2
(n-D(f(n-2)+f(n-1)) n>2

La formula se puede derivar considerando las posibilidades de coémo cambia
el elemento 1 en el desarreglo. Hay n — 1 formas de elegir un elemento x que
reemplaza al elemento 1. En cada una de estas elecciones, hay dos opciones:

Opcién 1: También reemplazamos el elemento x con el elemento 1. Después
de esto, la tarea restante es construir un desordenamiento de n — 2 elementos.

Opcién 2: Reemplazamos el elemento x con algin otro elemento que no sea 1.
Ahora tenemos que construir un desordenamiento de n — 1 elementos, porque no
podemos reemplazar el elemento x con el elemento 1, y todos los deméas elementos
deben ser cambiados.

22.4 Lema de Burnside

Lema de Burnside se puede usar para contar el nimero de combinaciones para
que solo se cuente un representante para cada grupo de combinaciones simétricas.
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El lema de Burnside establece que el nimero de combinaciones es
i c(k)
mn

donde hay n maneras de cambiar la posicién de una combinacién, y hay c(k)
combinaciones que permanecen sin cambios cuando se aplica la k-ésima forma.

Como ejemplo, calculemos el niumero de collares de n perlas, donde cada perla
tiene m colores posibles. Dos collares son simétricos si son similares después de
rotarlos. Por ejemplo, el collar

tiene los siguientes collares simétricos:

NI NN,

Hay n maneras de cambiar la posicion de un collar, porque podemos rotarlo
0,1,...,n—1 pasos en el sentido de las agujas del reloj. Si el nimero de pasos es
0, todos los m™ collares permanecen iguales, y si el nimero de pasos es 1, solo los
m collares donde cada perla tiene el mismo color permanecen iguales.

Mas generalmente, cuando el namero de pasos es k, un total de

mmcd(k,n)

collares permanecen iguales, donde mcd(k,n) es el maximo comun divisor de
k y n. La razon de esto es que los bloques de perlas de tamano mcd(k,n) se
reemplazaran entre si. Por lo tanto, segin el lema de Burnside, el nimero de

collares es
med(i,n)

i=0 no
Por ejemplo, el namero de collares de longitud 4 con 3 colores es

31+3+3%+3
" =

24.

22.5 Formula de Cayley

Férmula de Cayley establece que hay n" 2 arboles etiquetados que contienen
n nodos. Los nodos estan etiquetados 1,2,...,n, y dos arboles son diferentes si su
estructura o etiquetado es diferente.
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Por ejemplo, cuando n = 4, el ndmero de drboles etiquetados es 4*~2 = 16:

/B B B b

20,0, OO0, 0:OMG:0,0,0

HeH® e Y
HHV GO W

A continuacion veremos cémo se puede derivar la formula de Cayley utilizando
codigos de Priifer.

Cédigo de Priifer

Un cédigo de Priifer es una secuencia de n — 2 numeros que describe un arbol
etiquetado. El codigo se construye siguiendo un proceso que elimina n — 2 hojas
del arbol. En cada paso, se elimina la hoja con la etiqueta mas pequeiia, y la
etiqueta de su tnico vecino se agrega al codigo.

Por ejemplo, calculemos el cédigo de Priifer del siguiente grafico:

Primero eliminamos el nodo 1 y agregamos el nodo 4 al cédigo:

Luego eliminamos el nodo 3 y agregamos el nodo 4 al cédigo:
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Finalmente eliminamos el nodo 4 y agregamos el nodo 2 al cédigo:

Por lo tanto, el cédigo de Priifer del grafico es [4,4,2].

Podemos construir un cédigo de Priifer para cualquier arbol, y lo que es mas
importante, el arbol original se puede reconstruir a partir de un cédigo de Priifer.
Por lo tanto, el nimero de arboles etiquetados de n nodos es igual a n"*~2, el
numero de cédigos de Priifer de tamaino n.
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Chapter 23

Matrices

Una matriz es un concepto matematico que corresponde a una matriz bidimen-
sional en programacién. Por ejemplo,

6 13 7 4
A=|7 0 8 2
9 5 4 18

es una matriz de tamaino 3 x 4, es decir, tiene 3 filas y 4 columnas. La notacion
[7, 7] se refiere a el elemento en la fila i y la columna j en una matriz. Por ejemplo,
en la matriz anterior, A[2,3]=8 y A[3,1]=9.

Un caso especial de una matriz es un vector que es una matriz unidimen-
sional de tamano n x 1. Por ejemplo,

4
7
5

V =

es un vector que contiene tres elementos.
La transpuesta AT de una matriz A se obtiene cuando las filas y columnas
de A se intercambian, es decir, AT[i, j1= Alj,i]:

6 7 9
13 0 5

T _
AT = 7 8 4
4 2 18

Una matriz es una matriz cuadrada si tiene el mismo nimero de filas y
columnas. Por ejemplo, la siguiente matriz es una matriz cuadrada:

3 12 4
S=15 9 15
0 2 4

23.1 Operaciones

La suma A + B de las matrices A y B se define si las matrices son del mismo
tamafno. El resultado es una matriz donde cada elemento es la suma de los

237



elementos correspondientes en A y B.
Por ejemplo,

6+4 1+9 4+3
3+8 9+1 2+3

+493
8 1 3

6 1 4
3 9 2

10 10 7
11 10 5

Multiplicar una matriz A por un valor x significa que cada elemento de A se
multiplica por x. Por ejemplo,

:['

Multiplicacién de matrices

6 1 4

.. 4] [12 2 8
39 2 2|~ '

6 18 4

El producto AB de las matrices A y B se define si A es de tamafioa xn y B es de
tamano n x b, es decir, el ancho de A es igual a la altura de B. El resultado es
una matriz de tamaiio a x b cuyos elementos se calculan utilizando la formula

ABIli,jl1= ) Ali,k]-Blk,jl.
k=1

La idea es que cada elemento de AB es una suma de productos de elementos
de A y B de acuerdo con la siguiente imagen:

O

Por ejemplo,

1 4 1 6 1-1+4-2 1-6+4-9 9 42
3 9 -[2 9]: 3:1+9-2 3-6+9-9| =121 99 |.
8 6 8:1+6-2 8:6+6-9 20 102

La multiplicaciéon de matrices es asociativa, por lo que A(BC) = (AB)C se
cumple, pero no es conmutativa, por lo que AB = BA no suele cumplirse.

Una matriz identidad es una matriz cuadrada donde cada elemento en la
diagonal es 1 y todos los demas elementos son 0. Por ejemplo, la siguiente matriz
es la matriz identidad 3 x 3:

1 00
I= [0 1 O]

0 01
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Multiplicar una matriz por una matriz identidad no la cambia. Por ejemplo,

100 1 4 1 4 1 4 10 1 4
01 0[-139|=1[3 9] yv |3 9] [ 0 1] =13 9].
0 0 1] |8 6 8 6 8 6 8 6
Usando un algoritmo sencillo, podemos calcular el producto de dos matri-
ces n x n en tiempo O(n3). También existen algoritmos mas eficientes para la

multiplicacién de matriceﬂ pero son principalmente de interés teérico y tales
algoritmos no son necesarios en programacion competitiva.

Potencia de matriz

La potencia A* de una matriz A se define si A es una matriz cuadrada. La
definicion se basa en la multiplicacion de matrices:

AR—A.A.A.--A
——
k times
Por ejemplo,

2 5
1 4

“l1 4]'|1 4 ~ (33 114

SRS

e

B [48 165]
Ademas, A? es una matriz identidad. Por ejemplo,

23

10
0 1|°

La matriz A* puede calcularse eficientemente en tiempo O(n3logk) usando el
algoritmo en el Capitulo 21.2. Por ejemplo,

8 12 5

1 4

1 4

2 5
1 4

o

Determinante

El determinante det(A) de una matriz A se define si A es una matriz cuadrada.
Si A es de tamario 1 x 1, entonces det(A) = A[1,1]. El determinante de una matriz
mas grande es calculado recursivamente usando la formula

det(A) = Y A[1,/1CI1, ],
j=1

donde C[i, j] es el cofactor de A en [i,j]. El cofactor se calcula usando la formula

Cli, j1= (=) det(MTi, j1),

IRl primer algoritmo de este tipo fue el algoritmo de Strassen, publicado en 1969 [63], cuya
complejidad temporal es O(n2-8073%); el mejor algoritmo actual [27] funciona en tiempo O(n2-37286)
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donde M[i, ] se obtiene eliminando la fila i y la columna j de A. Debido al
coeficiente (—1)'*/ en el cofactor, cada determinante alternativo es positivo y
negativo. Por ejemplo,

3 4
det( 1 6])—3-6—4-1—14
y
2 4 3
det(|5 1 6])=2-det( L 6})—4-det([5 6)+3-det([5 1]):81.
7 9 4 2 4 7 4 7 2

El determinante de A nos dice si existe una matriz inversa A1 tal que
A-A"1 =], donde I es una matriz identidad. Resulta que A~! existe exactamente
cuando det(A) # 0, y se puede calcular usando la féormula

“1;. -+ Clj,il

A7 1= =

I1= Fena)

Por ejemplo,
2 4 3 1 -8 -10 21 100
5 1 6[-—[22 -13 3 |=]0 1 0
7 2 4 3 24 -18 0 01
A AL 7

23.2 Recurrencias lineales

Una recurrencia lineal es una funcién f(n) cuyos valores iniciales son f(0), f(1),...,f(k—
1) y los valores mas grandes se calculan recursivamente usando la férmula

f(n)=cif(n—=1D+cof(n—-2)+...+crf(n—Fk),

donde cq,c9,...,cp son coeficientes constantes.

La programacion dinamica se puede utilizar para calcular cualquier valor
de f(n) en tiempo O(kn) calculando todos los valores de f(0), f(1),...,f(n) uno
tras otro. Sin embargo, si & es pequeno, es posible calcular f(n) mucho mas
eficientemente en O(k3logn) tiempo usando operaciones matriciales.

Ndameros de Fibonacci

Un ejemplo simple de una recurrencia lineal es la siguiente funcién que define
los nimeros de Fibonacci:

fO =0
fa =1
f(n) = f(n-D+f(n-2)

En este caso, k=2yci=co=1.
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Para calcular eficientemente los nimeros de Fibonacci, representamos la
formula de Fibonacci como una matriz cuadrada X de tamaino 2 x 2, para la cual
se cumple lo siguiente:

G ] _[fGa+D)
faG+1)| [f+2)

Asi, los valores f(i) y f(i +1) se dan como “entrada” para X, y X calcula los
valores f(i +1) y f(i +2) a partir de ellos. Resulta que dicha matriz es

01
X= 11l
Por ejemplo,
0 1] [f®]_[0 1| [5]_|[8 _[f®©)
1 1] [f6)] (1 1] (8] [18] |[f(D]"
Asi, podemos calcular f(n) usando la férmula
F) | _yn [FO] _[0 1]" [0
fn+1)| = FAO "1 1| (1]

El valor de X” se puede calcular en tiempo O(logn), por lo que el valor de f(n)
también se puede calcular en tiempo O(logn).

Caso general

Consideremos ahora el caso general donde f(n) es cualquier recurrencia lineal.
De nuevo, nuestro objetivo es construir una matriz X para la cual

@) fGa+1)
fG+1) f(i+2)

f(i+}z—1) f(i.+k)

Tal matriz es

[0 1 0 0 0]

0 o0 1 0 - 0

0 o0 0 1 - 0

X = ) i )
0 0 0 0o - 1

[Ck Ck-1 Ck-2 Cp-3 -+ C1

En las primeras %k — 1 filas, cada elemento es 0 excepto que un elemento es 1.
Estas filas reemplazan f(i) con f(i + 1), f(i + 1) con f(i +2), y asi sucesivamente.
La ultima fila contiene los coeficientes de la recurrencia para calcular el nuevo

valor f(i + k).
Ahora, f(n) se puede calcular en O(k3logn) tiempo usando la férmula
f(n) f(0)
fn+1) | f(1)
f(n +.k—1) f(k.— 1)

241



23.3 Graficos y matrices

Contando caminos

Las potencias de una matriz de adyacencia de un grafico tienen una propiedad
interesante. Cuando V es una matriz de adyacencia de un grafico no ponderado,
la matriz V" contiene el nimero de caminos de n aristas entre los nodos en el
grafico.

Por ejemplo, para el grafico

(D—2—®)
© &

la matriz de adyacencia es

SO +HHOO
_H O O O oo
= o O O - O

S OO OO
o o0 o o+ o

coocor o

Ahora, por ejemplo, la matriz

S O N DNOO

_H O OO O M
_H O O OO+
_H O OO N
LO S OO N OJ

coocoNmo

contiene el nimero de caminos de 4 aristas entre los nodos. Por ejemplo, V4[2,5] =
2, porque hay dos caminos de 4 aristas desde el nodo 2 hasta el nodo 5: 2—-1 —
4-2-5y2—-6—-3—2—5.

Caminos mas cortos

Usando una idea similar en un grafico ponderado, podemos calcular para cada par
de nodos el minimo longitud de un camino entre ellos que contiene exactamente
n aristas. Para calcular esto, tenemos que definir la multiplicacién de matrices
de una nueva manera, para que no calculemos los nimeros de caminos, sino que
minimicemos las longitudes de los caminos.
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Como ejemplo, considera el siguiente grafico:

2 4

1| 2 3
2
Construyamos una matriz de adyacencia donde oo significa que una arista no
existe, y otros valores corresponden a pesos de aristas. La matriz es

383888~
888 8
238888

2338808
88 ~ng 8
w8 3888

En lugar de la formula

k=1

ahora usamos la formula

ABIi, j1 = min Ali, K1+ Blk, ]
para la multiplicacién de matrices, por lo que calculamos un minimo en lugar de
una suma, y una suma de elementos en lugar de un producto. Después de esta
modificacion, las potencias de la matriz corresponden a las rutas mas cortas en el
grafico.
Por ejemplo, como

388885
©38888~L

=888 o
238888

8 8 288

23888 ©g

podemos concluir que la longitud minima de una ruta de 4 aristas desde el nodo
2 hastael nodo5es 8. Talrutaes2—1—-4—2—35.

Teorema de Kirchhoff

Teorema de Kirchhoff proporciona una forma de calcular el nimero de arboles
de expansion de un grafico como un determinante de una matriz especial. Por
ejemplo, el grafico
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tiene tres arboles de expansion:

Para calcular el nimero de arboles de expansion, construimos una matriz lapla-
ciana L, donde L[i,i] es el grado del nodo i y L[i, j] = —1 si hay una arista entre
los nodos i y j, y de lo contrario L[i,j] = 0. La matriz laplaciana para el grafico
anterior es la siguiente:

3 -1 -1 -1

-11 0 O
L= -1 0 2 -1
-1 0 -1 2

Se puede demostrar que el nimero de arboles de expansion es igual al de-
terminante de una matriz que se obtiene cuando eliminamos cualquier fila y
cualquier columna de L. Por ejemplo, si eliminamos la primera fila y columna, el
resultado es

1 0 O
det(]J0 2 -1])=3.
0 -1 2

El determinante siempre es el mismo, independientemente de qué fila y columna
eliminemos de L.

Tenga en cuenta que la férmula de Cayley en el Capitulo 22.5 es un caso
especial del teorema de Kirchhoff, porque en un grafico completo de n nodos

n-1 -1 - -1
-1 n-1 - -1
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Chapter 24
Probabilidad

Una probabilidad es un nimero real entre 0 y 1 que indica qué tan probable
es un evento. Si un evento esta seguro de ocurrir, su probabilidad es 1, y si un
evento es imposible, su probabilidad es 0. La probabilidad de un evento se denota
P(---) donde los tres puntos describen el evento.

Por ejemplo, al tirar un dado, el resultado es un entero entre 1 y 6, y la prob-
abilidad de cada resultado es 1/6. Por ejemplo, podemos calcular las siguientes
probabilidades:

e P(’el resultado es 4”) = 1/6
e P(’el resultado no es 6”) =5/6
* P(”el resultado es par”) = 1/2

24.1 Calculo

Para calcular la probabilidad de un evento, podemos usar combinatoria o simular
el proceso que genera el evento. Como ejemplo, calculemos la probabilidad de
sacar tres cartas con el mismo valor de una baraja de cartas barajada (por ejemplo,

A8, &8y O8).

Método 1
Podemos calcular la probabilidad usando la formula

numero de resultados deseados

numero total de resultados
En este problema, los resultados deseados son aquellos en los que el valor
de cada carta es el mismo. Hay 13(;) resultados de este tipo, porque hay 13
posibilidades para el valor de las cartas y (g) formas de elegir 3 palos de 4 palos
posibles.
Hay un total de (532) resultados, porque elegimos 3 cartas de 52 cartas. Por lo
tanto, la probabilidad del evento es

13(3) 1

(532) 425
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Método 2

Otra forma de calcular la probabilidad es simular el proceso que genera el evento.
En este ejemplo, sacamos tres cartas, por lo que el proceso consiste en tres pasos.
Requerimos que cada paso del proceso sea exitoso.

Sacar la primera carta ciertamente tiene éxito, porque no hay restricciones.
El segundo paso tiene éxito con una probabilidad de 3/51, porque quedan 51
cartas y 3 de ellas tienen el mismo valor que la primera carta. De manera similar,
el tercer paso tiene éxito con una probabilidad de 2/50.

La probabilidad de que todo el proceso tenga éxito es

3 2 1

e =
51 50 425

24.2 Eventos

Un evento en teoria de la probabilidad se puede representar como un conjunto
AcX,

donde X contiene todos los resultados posibles y A es un subconjunto de resulta-
dos. Por ejemplo, al sacar un dado, los resultados son

X =1{1,2,3,4,5,6}.
Ahora, por ejemplo, el evento el resultado es par” corresponde al conjunto
A ={24,6}.

A cada resultado x se le asigna una probabilidad p(x). Luego, la probabilidad
P(A) de un evento A se puede calcular como una suma de probabilidades de
resultados usando la formula

P(A)= ) p).
x€A

Por ejemplo, al tirar un dado, p(x) = 1/6 para cada resultado x, por lo que la
probabilidad del evento ”el resultado es par” es

p(2)+ p(4) + p(6) = 1/2.

La probabilidad total de los resultados en X debe ser 1, es decir, P(X) =1.
Dado que los eventos en teoria de la probabilidad son conjuntos, podemos
manipularlos usando operaciones estandar de conjuntos:

* El complemento A significa ”A no ocurre”. Por ejemplo, al tirar un dado,
el complemento de A ={2,4,6} es A ={1,3,5}.

¢ Launion A UB significa ”A o B ocurren”. Por ejemplo, la unién de A = {2, 5}
yB=1{4,5,6} es AUB ={2,4,5,6}.

¢ Lainterseccion A N B significa A y B ocurren”. Por ejemplo, la intersec-
cionde A ={2,5} y B=1{4,5,6} es AnB = {5}.
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Complemento

La probabilidad del complemento A se calcula usando la férmula
P(A)=1-P(A).

A veces, podemos resolver un problema facilmente usando complementos
resolviendo el problema opuesto. Por ejemplo, la probabilidad de obtener al
menos un seis al tirar un dado diez veces es

1-(5/6)19.

Aqui 5/6 es la probabilidad de que el resultado de un solo tiro no sea seis,
y (5/6)10 es la probabilidad de que ninguno de los diez tiros sea un seis. El
complemento de esto es la respuesta al problema.

Unién

La probabilidad de la unién A U B se calcula usando la férmula
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB).

Por ejemplo, al tirar un dado, la unién de los eventos

A ="el resultado es par”

B ="el resultado es menor que 4”

es
A UB ="el resultado es par o menor que 4”,

y su probabilidad es
P(AuB)=P(A)+PB)-P(AnB)=1/2+1/2-1/6 =5/6.

Si los eventos A y B son disjuntos, es decir, A N B esta vacio, la probabilidad
del evento A UB es simplemente

P(AuB)=P(A)+P(B).

Probabilidad condicional

La probabilidad condicional
P(ANnB)
P(B)
es la probabilidad de A asumiendo que B sucede. Por lo tanto, al calcular la

probabilidad de A, solo consideramos los resultados que también pertenecen a B.
Usando los conjuntos previos,

P(A|B)=1/3,

P(A|B) =

porque los resultados de B son {1,2,3}, y uno de ellos es par. Esta es la probabili-
dad de un resultado par si sabemos que el resultado esta entre 1...3.
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Interseccién

Usando la probabilidad condicional, la probabilidad de la intersecciéon A N B se
puede calcular usando la formula

P(AnB)=P(A)P(B|A).
Los eventos A y B son independientes si
P(A|B)=P(A) y P(B|A)=P(B),

lo que significa que el hecho de que B suceda no cambia la probabilidad de A, y
viceversa. En este caso, la probabilidad de la interseccion es

P(AnB)=P(A)P(B).
Por ejemplo, al sacar una carta de una baraja, los eventos

A ="el palo es trébol”

B ="el valor es cuatro”

son independientes. Por lo tanto, el evento
A N B ="]a carta es el cuatro de tréboles”
sucede con probabilidad

P(AnB)=P(A)P(B)=1/4-1/13 =1/52.

24.3 Variables aleatorias

Una variable aleatoria es un valor que se genera por un proceso aleatorio. Por
ejemplo, al lanzar dos dados, una posible variable aleatoria es

X =”la suma de los resultados”.

Por ejemplo, si los resultados son [4,6] (lo que significa que primero tiramos un
cuatro y luego un seis), entonces el valor de X es 10.

Denotamos P(X = x) la probabilidad de que el valor de una variable aleatoria
X es x. Por ejemplo, al lanzar dos dados, P(X = 10) = 3/36, porque el nimero
total de resultados es 36 y hay tres formas posibles de obtener la suma 10: [4,6],
[5,5] y [6,4].
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Valor esperado

El valor esperado E[X] indica el valor promedio de una variable aleatoria X.
El valor esperado se puede calcular como la suma

Y P(X =x)x,

donde x recorre todos los valores posibles de X.
Por ejemplo, al lanzar un dado, el resultado esperado es

1/6-1+1/6-2+1/6-3+1/6-4+1/6-5+1/6-6 =7/2.

Una propiedad ttil de los valores esperados es linealidad. Significa que la
suma E[X;+Xg+---+X,] siempre es igual a la suma E[X ]+ E[X2]+---+E[X,].
Esta formula se cumple incluso si las variables aleatorias dependen unas de
otras.

Por ejemplo, al lanzar dos dados, la suma esperada es

E[X1+Xo]=E[X 11+ E[X2]=7/2+7/2=1.

Consideremos ahora un problema donde n bolas se colocan aleatoriamente
en n cajas, y nuestra tarea es calcular el namero esperado de cajas vacias. Cada
bola tiene una probabilidad igual de ser colocada en cualquiera de las cajas. Por
ejemplo, si n =2, las posibilidades son las siguientes:

En este caso, el nimero esperado de cajas vacias es

0+0+1+1_ 1

4 2
En el caso general, la probabilidad de que a una sola caja esté vacia es
n—1\n
=)
porque ninguna bola debe ser colocada en ella. Por lo tanto, usando la linealidad,
el nimero esperado de cajas vacias es

(2

Distribuciones

La distribucion de una variable aleatoria X muestra la probabilidad de cada
valor que X puede tener. La distribucién consiste en valores P(X = x). Por
ejemplo, al lanzar dos dados, la distribucién para su suma es:

x 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
P(X=x)| 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36
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En una distribucion uniforme, la variable aleatoria X tiene n posibles
valores a,a+1,...,b y la probabilidad de cada valor es 1/n. Por ejemplo, al lanzar
un dado,a =1, b5 =6 y P(X =x) = 1/6 para cada valor x.

El valor esperado de X en una distribucién uniforme es

a+b
E[X]= .
[X] 2

En una distribucion binomial, se realizan n intentos y la probabilidad de que
un solo intento tenga éxito es p. La variable aleatoria X cuenta el nimero de
intentos exitosos, y la probabilidad de un valor x es

P(X =2) = p*(1 —P)n_x(z)’

donde p* y (1-p)"™* corresponden a intentos exitosos y fallidos, y (Z) es el numero
de formas en que podemos elegir el orden de los intentos.

Por ejemplo, al lanzar un dado diez veces, la probabilidad de obtener un seis
exactamente tres veces es (1/6)3(5/6)7 ().

El valor esperado de X en una distribucién binomial es

E[X]=pn.

En una distribucién geométrica, la probabilidad de que un intento tenga
éxito es p, y continuamos hasta que ocurre el primer éxito. La variable aleatoria
X cuenta el numero de intentos necesarios, y la probabilidad de un valor x es

P(X =x)=(1-p) p,

donde (1 - p)*~! corresponde a los intentos fallidos y p corresponde al primer
intento exitoso.

Por ejemplo, si lanzamos un dado hasta que obtengamos un seis, la probabili-
dad de que el nimero de lanzamientos sea exactamente 4 es (5/6)21/6.

El valor esperado de X en una distribucién geométrica es

E[X]zl.
b

24.4 Cadenas de Markov

Una cadena de Markov es un proceso aleatorio que consiste en estados y
transiciones entre ellos. Para cada estado, conocemos las probabilidades de pasar
a otros estados. Una cadena de Markov puede representarse como un grafico
cuyos nodos son estados y los bordes son transiciones.

Como ejemplo, considere un problema donde estamos en el piso 1 de un edificio
de n pisos. En cada paso, caminamos aleatoriamente un piso hacia arriba o un
piso hacia abajo, excepto que siempre caminamos un piso hacia arriba desde el
piso 1 y un piso hacia abajo desde el piso n. ;/Cual es la probabilidad de estar en
el piso m después de k& pasos?

En este problema, cada piso del edificio corresponde a un estado en una
cadena de Markov. Por ejemplo, si n =5, el grafico es el siguiente:
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1 1/2 1/2 1/2
oBoBoSoEo
1/2 1/2 1/2 1

La distribucion de probabilidad de una cadena de Markov es un vector
[p1,p2,...,pnl, donde p; es la probabilidad de que el estado actual sea k. La
formula p1 + pg+---+ p, = 1 siempre se cumple.

En el escenario anterior, la distribucién inicial es [1,0,0,0,0], porque siempre
comenzamos en el piso 1. La siguiente distribucién es [0,1,0,0,0], porque solo
podemos movernos del piso 1 al piso 2. Después de esto, podemos movernos un
piso hacia arriba o un piso hacia abajo, por lo que la si